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Sobre una ecuacion para ondas bidimensionales
en un liquido giratorio y compresible

José M, Marin Antufia, Doto. de Fisica Tedrica, Universidad de La Habana

RESUMEN .

Para el estudic de los procesos de excitacidn, provacgacidn v difraccidn
de ondas bidimensionales en un liguido giratorio v compresible se deduce
la ecuacidn de dichas ondas v se obtiene la solucién fundamental de esta
ecuacidn. Se hacen comparaciones con resultados tridimensionales obtenidos
por otros autores gue sirven bara fundamentar los resultados obtenidos.
Con el fin de ilustrar la aplicacidn de la teoria desarrollada, se inves-
tiga el proceso de difraccidén de una onda plana tipo escaldn gie se pro-
paga en la direccién del eje de rotacién del liquido 'sobre una barrera

gsemiinfinita vertical bajo un &nculo de incidencia de la onda igual a cero.

ABSTRACT

To study the excitation, propaaation and difraction of hidimensional wa-
ves in a agiratory and compressible liguid is ohtained ‘the equation of these
waves and the fuﬁdamental solution of this ecuation. Comparations are made
with tridimensicnal results obtained by other authors which serve like a
fundamentation of the obtained results. In the sense of illustration of
the application of the theorv, the difraction process of a pléne wave is
iﬁvestigated when the wave 1s propacating in the direction of the rotation
axis of the‘liquid and the wave falls on a half-infinite wall with an

angle equal zero.

INTRODUCCTION

En la actualidad en relacidn con las necesidades de la prdctica es cada
vez mayor el interés por el estudio de las propiedades dindmicas de lierui-

“og de diversa naturaleza, en particular de los liquidos airatorios. Soho-
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liev {1) comenzd el estudio sistemdtico de 1a dindmica de los llauldos ai-

ratorios vy Masliennikova [2]1 lo continud al 1qual ague otros autores[3~ﬁ7

El presente trabajo estd dedicado al estudié de alqunos prohlemas rela-
cicnados con la propagacidn y difraccién de ondas bidimensionales en un
liquido giratorio v compresible., Se obtiene, ademds, la ecuacidn basica
de la dindmica de dichas ondas, se analiza su solucidn fundamental v se
estudia un problema de difraccién en un seminlano sumergido en dicho 1i-
quido.

1. ECUACION DE LAS ONDAS BIDIMENSIONALES "

Consideréﬁbé-ﬁn liquido ideal comnresible. Supondremos que este 1{aui-
do es homogéneo v que gira alrededor-de un €je vertical con ve1001dad
ancgular w/2. Cologuemcs un’ SLStema ‘de coordenadas (x, v, z) aque gira junto
con el liguido de forma tal que el eje Oz coindica con el eje alrededor

del cual gira el liguido.

Las oscilaciones pequenas del liguido se describen por el siguiente
sistema de ecuaciones:

5=t WV v ¥p=o,
(1.1)
-—-—P—gtr SE + %.v = 0 :

En el sistema de ecuaciones (1.1) hemos considerado que la densidad _  _
del liguido es igual a la unidad y hemos utilizado la siguiente notacidn:

v = (vx, v vz) es el vector de la velocidad de las particulas del liqui-

Y!

do; p es la presidn dindmica del ligquido; ¢ es un pardmetro numérico -co-
. . , . >

rrespondiente a la velocidad del sonido en el liguide, w = (o, o, W) es

el vector de Coriolis.

Definicicn’. Por movimiento bidimensional del liquido giratoric compresible
-+

entenderemos aquel para el cual las macgnitudes v v p son independientes de

de una de las variables espaciales x J vy. Para fijar ideas supondremos gue

son independientes de la variable v, es decir

8+
ov 3y

Consideraciones fisicas v geométricas nos permiten concluir gue tales
movimientos son sdlo posibles en regiones que tengan la forma de cilindros
infinitos con generatrices paralelas al eje Ov. El sistema de ecuaciocnes

(1.1} para el caso de movimientos bidimensionales puede ser escrito como

sique: ov
X ap
TRt oWV, f Sy 0 {1.2a)
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By '+.wv = 0  : 7 (1.2b)
3t b 4 S - .
v - .
Z 3p "
Bt-+ 3z =0 - : {1.7c)
v v ' ‘
1 Bp X : Z _ - (1.'36.)
¢t Bt +_BX' +_,32 o

De (1.2b) se desprende que la componente V_ del vector de velocidad se
determina univocamente a través de v, v de las condiciones iniciales y-
puede ser excluida de (1.2a), la cual toma entonces la forma:

8tv 3%p (1.2a")

X 2 =
—5E *YWVx * FEex C ©

Derivando tres veces respecto a t la ecuacidn (1.2d) y utilizando

(1.2a') v (1.2¢c), no es dificil obtener:

3%y
1 3'p  _ 8% gip 2 S X . =g (1.3)
C% apw 3¢ 2 2" atot

donde por Vi aqui v en lo adelante se entiende el laplacianc respecto a

las variables x, z. Ademds, de (1.2d4) v (1.2c) se deduce que
. , . ]

g Ve 1. 3%p 3 Ve

dtdx c?

_ - _ 1 3%, 3%
gtaz e c2 dtz de

at?

Por consicuiente (1.3) puede ser escrita finalmente en la forma:

Z 2 2 T 2
Liel = 2 5 12—8 P _ Tip + Erp - w2§~%'=‘0 (1.4)
o at” L ¢ at? 2 c - 3z

Asi pues, la presion dindmica p satisface la ecuacidn (1.4) gue llama-
remos ecuacidén de las ondas bidimensionales en un licuido giratorio vy '
compresible. Es posible demostrar gue las componentes Ve o kK =1,2,3 del
Vgctor 3 satisfacen también la ecuacicdn, es decir, L[vk}= 0. De ‘esta ma-
nera la intearacida del sistema (1.7) ha sido reducida- a la intecracidn de
la ecuacidn (1.4). Es cbnven;ente sefialar aque en el caso tridimensional
fue obtenida una ecuacion tridimensional andloaa por Masliennikbva [2fr
Para obtener la expresidn de la ecuacicn tridimensional, basta sustituir
en (1.4) V; por V§ (el Japvlaciano reswecto a las variahles x,v,z). Mds
adelante utilizaremos uno de los resultados de las investiaaciones de 1la
citada autora.

2, SOLUCION FUNDAMENTAL Y METODQ DEL DESCEMSO

Investiguemos el problema relacionaddxécn la soludicn fundamental de 1la

-ecuacidn (1.4}, es decir, busguemos la solucidn £,{x,z,t) de la ecuacidn:
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Lic,] = &(x)&(z) (L) | 2.1
donde § es la conocida funcidn delta de Dirac

Describamos el esquema formal de la construccidn de la solucidn funda-
mental. Apliquemos a (2.1) la transformada de Laplace respecto a la varia-
ble t. Como resultado obtenemos:

232E2 82E2 1

P + {p?+w?) 32? ey n? (p? +w?}E, = =5{x) § (2] {2.2)

|3

donde por E, entendemos la transformada de Laplace de la funcién

Eq(Ezf'%J. Haciendo el cambio de variables:

x =+ p?+w? x , Z = pz

y teniendo en cuenta las prepiedades de la funcidn delta de Dirac, de

(2.2) obtenemos:

3782 4 278 - g - p/prewt 6 8(D) (2.3)

. i 27
3 dz? c®

La solucidn generalizada de la ecuacién (2.2) oue decrece nara

r = yx’+z? > « en el caso de Rep > O es conocida y tiene la forma:

EGEe s L &[5

2mp/p? +w?

Por consiguiente, la solucidn de la ecuacidn (2.2) es:

E, (x,2z,p) = —T——KO[% \/(p“r‘«r’)xzﬂozz2 ] ’ (2.4)

2npVpe +W?

donde Ky (2z) es la funcidn cilindrica de Mc. Donald. Teniendc en cuenta
las siguientes férmulas de transformadas de Laplace [7]:

1 =

J, (wt)

K, [b/—z—-rp |2 /T LMD g (e -
)] 2 (tz_bz)a' ¥

= Oeb) oo (g/t?-b? )
Yt? -b?

(b>0, J,(2) agui y en lo adelante es la funcidn de Bessel vy 0(t) la fun-
cidn paso unitario de Heaviside), obtenemos sobre la base de la f£dérmula

{2.4) la siguiente expresién para la solucién fundamental:

€,{X,2,t) = B(t)*W(x,z,t) (2.5)
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donde * simboliza la convolucicn respecto al tiempo y las funciones B(t)

v Wix,z,t) se determinan por las férmulas:

,t N
Bit) = fJO (wr) dt

(~.6)
1 O{t-El X r?
Wilx,z,t) =. e — cos |w= £3- ==
i r 2
. : t2 _r_ L c J
P
r = X% +z?

Analicemos brevemente la solucidn fundamental obtenida. En primer
lugar debemos destacar que la funcidn W(x,z,t) ocue figura en la férmula
(2.5) es ademds de la sclucidn fundamental, la solucidn singular genera-
lizada de la ecuacidn (1.4). Este hecho lo utilizaremos de forma sustan-
cial'posteriormenfe. Por otro lado, es facil ver que para w = O la fun-
cidn W(x,z,t) coincide con la solucidn fundamental de la ecuacién de onda

bidimensional vy se cumple gue

aze, (x,2z,t) | e{t_g -
. | = Wix,z,t) | =
at w=0 . w=0 /t2-E;
. CoL
lo que estd en plena concordancia con el hecho de que para w=0 el onerador
2
L en la ecuacidn (1+4} adopta la forma | = DS%T—, donde O :-%T 3%3 - vi

es el onerador de D'Alembert.

El procedimiento formal de cbnétruccidn de la funcidn €;(x,2,t) pre-
sentado arriba puede ser fdcilmente fundamentado como veremos a continua-
cidn. Para ellos veamos la interrelacidn entre la solucién fundamental
£,(x,z,t) de la ecuacidn (1.4) con la solucidn andloga para el caso tri-
dimensional de la ecuacidén (1.4) que, como se dijo anteriormente, fue

obtenida en los trabajos de Mdsliennikova.

. . . Ao , . .
La solucidn fundamental para el andlogo tridimensional de la ecuacidn

(1.4) tiene la sigquiente forma:

-
o[e2) [ wa,wan o
= — { 0 .
E(X,Y,Z,t) 4 Twr i :
u2+w2rz
) e
donde:
: 2
g-"‘;{r t’--——R2 , r? =x? +vy?* , R? = r? + z2?



Ademds, se cumple que

dey (x,v,z,8) _ 1 © g [Ez g2 -R% }
ot

Mostremos que las soluciones fundamentales Eztx,z,t) v g,(x,v,z,t) estdn
estrechamente interrelacionadas; en otras valabras, mostremos gue la solu-
chﬁuez puede obtenerse a partir de la solucidn €, por medio del método de
descenso de Hadamard [81 respecto a:la'variable y¥. Para convencerse de

ello es suficiente comprobar la validez de la igualdad

[ee]

ez(x,z,t) = [ ss(x,y,z,t)dy (z2.8)

-0

Apliguemos a la icualdad (2.8) la transformada de Laplace resmecto a

la variable t y tencamos en cuenta la siguiente fdrmula [7]:

e

e(t—b)Jo[a/t= —bz] = — e ,b20 (2.9)
vp©+a
Como resultade obtenemos
e R
R/ ., wrx
| c/ T TR
1 1
E2 (XrZrP) = RTT.U F = d.V =
- p2+ E.._;:_
o R
(.10)
e X
BV are SO
) B o oYRT W v :P)_gg
2mpVEE TwT Y (E,m)
donde:
: p? +w2 ) x? +n? z2
'Y(Erp)_ = Vg% +a? ' a® = _( P_zlwz 2

Teniendo: en cuenta la conocida foérmula [7]:

co

K, (ab) = |e7PVE ¥ _QE .
VET+a?

]
de (2.10) obtenemecs la relacidn (2.4}, la cual fundamenta la validez de

la igualdad (2.8).

2, DIFRACCION EN UN SEMIPLANO VERTICAL DE UNA ONDA PLANA QUE SE PROPAGA
EN LA DIRECCIGN DEL EJE DE ROTACION DEL LIQUIDO

Un caso sencillo e ilustrativo de la aplicacidn de la ecuacidn de las
ondas bidimensionales en un liguido giratorio y compresible lo constituve
&8
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L.

‘el estudio del proceso de difraccidn de una onda nlana cue se wropada en
la direccién del eje de rotacidén del liguido en una barrera vertical su-
meragida en dicho liquido. - '

Al investigar los procesos no estacionarios de propacacidn de ondas,
por onda nlana cominmente se entiende una onda viajera de tipo escaldn,
que se describe por medio de la funciétn de Heaviside ©. En el presente
epigrafe expondremos los resultados de las investigaciones sobre la di-
fraccidn de una onda plana del tipo u, = O(t-2z) cue incide bajo un angulo
cero. sobre la pared vertical I's{({x,z)eR?: x=0, z 2 O} sumercgida en un

liguido giratorio y compresible que ocura todo el espacio PZ.

Si por | representamos el campo ondulatoric completo v escribimos
Uilx,z,t} = 0(t-z)+ulx,z,t), entonces para la funcidn ulx,z,t) gue descri-

be el camvo difractado obtenemos el siquiente problema de frontera:

Ll[u] E—ﬂ-[-a—t-_‘%-viu + wiu —quzz =0
Bku| .
= =0, %k =0,1,2,3 (3.1
3 ek
20
u(x,z,t)| = -0 (t-z)

(x,2}er .

Aqui v en lo adelante para simplificar las fdérmulas consideramos que
c=1. En el problema planteado las funcicnes |f v . por su sentido fisico
describen la componente horizontal Ve del vector de la velocidad de las

particulas del liguido.

Buscaremos la solucién*) del problema (3.1) en la forma 51qu1ente.
+ teo
ulx,z,t) = [[p(s,t-1)Wx,z-s,7)dsdT (3.2)

09

En la solucidn propuesta (3.2) la funcién W es la misma solucidn sin-
qular de la férmula (2.6); la funcién p es por el momento desconocida. De
esta manera la ecuacién v las condiciones iniciales del problema (3.1)
quedan satisfechas. Para satisfacer la condicidén de frontera del problema
hacemos x+O y de (3.2) obtenemos: '

o{r—-1z-sl)
YT2=lz=51°2

[ {u(s,t—T} dsdt = -0(t-z) (z>0} {3.3)

a0

7ﬂ

—

X Aoul v en lo adelante por solucidn del prohlema se entiende l2 funcidn
ulx,z,t) que satisface la ecuacidn [;[ul=0 en el sentido de la teoria de
funciones generalizadas v las condiciones iniciales v de frontera, como
reala, en el sentido cliasico.
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gue es una ecuacién. inteoral de Fredholm de nrimera especie para la fun-

cién u. Consideraremos que la funcidn incéeonita u(s,t) v su transformada
de Laplace M(s,p) satisfacen en el entorno del vunto s=0 las 51quientes

condiciones:
' c(t}
s

lu(s, t)l S vV t>0

o - (3.4)
Mis,p)} s B y rep > 0
! - _I /s o

Para hallar la solucién de la ‘ecuacién (3.3) épliquémos]e la transfor-
mada de Laplace tehiendo en cuenta el teorema de la convoluc1on. Enton-
ces, tenlendo en cuenta que [71:

e(t-a)

',='--K_,,c.ap)_
Jt’-a’ .
Y que ademas _ é-pZ'
0({t-z) ==
. . * P
obtenemos de (3.3):
oo
[ e 2%
7= J1< (n|z- sl)na(s p)ds = - 5 (3.5)
0

La ecuacién (3.5) para cada p tal gue Ren)O es una ecuacidn inteqral
de Winer-Hopf (9! de prlmera especie en el semieje z>0. Los métodos de
solucién de este tipo de ecuaclén en la actualldad estan bien elaborados

f9 111 por 10 que los apllcaremos dlrectamente. Llamemos.

e ¥F o 0 5

Y 2> Y z>
f‘- (Z) = 4 P R f-(z) = :
0 v z<0 - el(z) v z<0

donde e(z) es cierta funcién. Entonces la ecuacidn (3.5) toma la formas

7%7 !Kc(p|r1ﬂ)M(s,p)ds = {iz) +,ff2} | - (3.6)
Q

‘Para la funcidn f(z) tenemos que:
+ .

[f(z)| < M ™2
+ .
con M 2 T%T ;oT_= - Rép

Supondremos, por otro lado aue le(z)l < B. Entences, llamando F(k) a la
transformada unilateral de Fourier de la funcidn’ f(z) v E (k) a la trans—
formada de f_(z), obtenemos de 3.6}

70




T F) (F
IR, (oM lk,p) = B(k)+ E_(K)

donde hemos llamado MiF)(k,p) a la transformada unilateral de Fourier de
M(s,p) ¥ -
| kPl = /T 1

0 2 /p+k?
es la transformada de Fourler de la funcidén de Mc. Donald. Ademds, no es

dific1l obtener que

i -1

F (k) = —= ¥ Imk > -Rep.
Vanr  Plk+ip)
asi pues, obtenemos:
1 1. 4B o i 1
| ¢p’+k7— R i 1 5 T R E_(9 .7

Teniendo en cuenta gue p +k’ = (k+in) (k-ip) prdcédamos a la factoriza-

cidn. Como es evidente que

plktip) ~ P k+ip

Yk=ip . 1 J:zio_ +_1 { Vk-ip -./=2ip }. '
P L PR

obtenemos finalmente:

1 wFPlk,m- 12k . i %.{ vk-1p y;5L3ip }melk:ipr_{k)-
k+ip ' Zn P i P P _
| ' (3.8)
. Llamemos: -

.E al conjunto de funciones analltlcas unlvaluadas en Imk > - Rep
1 al conjunto de funciones ‘analiticas y univaluadas en Imk < Rep

Entonces es evidente gue la parte izquierda de (3.R]) pertenece a n_ y
la parte derecha a n_. Ademéé, las cuatro funciones que fiquran en (3.8)
tienden a cero como |k!™" para k| > ». Por con31au1ente por el método
qeneral de Winer-Hopf, existe una funcidn entera unica P(k) tal que

i 1 /=2iv | _
=P =0 (3.9)

1 1 (F)
5 M ,
2 ;k+ip M, kop) It P

En la extrema derecha de (3.9) hemos igualado a cero en virtud del
teorema de Liouville para las funciones enteras:

Asi pues, para la transFormada de Pourler M( )(k p) obtenemos la expre-

sidn:
p) = giv—i ...1' 1
' T Aaip

Tl

{3.10)

MiF)(k




-~

De (3.1 calculando la transformada inversa de Fourier y después la
transformada inversa de Laplace por la f£drmula de Mellin, obtenemos final-

mente vara la funcién p(s,t} la expresidn:

u(s,t) = - 22 _Olt=s) (3.11)
' m Vsvt-s

Colocando (3.11) en la fdérmula (3.2), obtenemos la solucidn del proble~
ma (3.1) que describe la difraccidén de la onda u, en la pared T bajoc un
dngulo cero de incidencia. La expresidn final de la solucién del problema
{3.1) seré:

t o
) - T= ) |
u(¥x,z,t) = - _%;_ [ { Olt-1-s) ©(T-Tg cos [w — Y1 —r ]deT {3.17)
J /En/t— -8 VT* —]’_' 8
o0 s
donde r; = %2 + (z-s)°

Un andlisis de las fdérmulas obtenidas nos permite establecer las vropie-
dades principales del cuadro ondulatorio formade como resultado de la di-
fraccidn. E1 campo resultante |J se compone de la onda incidente u, = G(E—z)
v del campo difractado u, el cual resulta diferente de cero sdlo déntro del
circulo r< t. Ademds, como es fdcil anreciar, la funcicn u{{x,z,t) es var
respecto a la variable X y por lo tanto el campo ondulatorio aue se forma
como resultado de 1a difraccidn resulta simétrico con réspecto al eje de

coordenadas 2z, o lo cue es lo mlsmo, resvecto a la pared T,

Con el objetivo de obtener una representacidn clara de la etapa inicial
del proceso de difraccidn estudiado, observemos gue, en virtud de la propia
definicidén de la funcidn 9(z), el area de inteoracidn de (3.2) serd en un
plano (s,7), el dominic rayado de la figura 1. Teniendo en consideracién
este hecho, se realizd la intearacidn numérica de la fdérmula (3.12], cuvos
resultados.se muestran en la figura 2. En este dibujo se representan las -
lineas de nivel del cémpo ondulatorio total y({x,z,t) nara los valores de

los parémetros c=1, w=1 v para momentos de tiempo t = 2,4,6,8,

En el andlisis de los dibujos de la ficura 2 debe tenerse en cuenta la
diferencia en las escalas de representacidn del cuadro de difraccidn para
los diferentes momentos de tiempo.

Como conclusidn sehalemos que las investigaciones arriba expuestas son,
de acuerdo con nuestro conocimiento, el primer intento de estudiar proble-
maé de difraccidn en un ligquido giratorio compresibkle vy resultan'de gran
interds tanto desde el punto de vista matemdtico como desde el punto de vis-
ta fisico.
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