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1 8e muestra aue al incluir- ’pmmeras» me‘emmnes fadia?&ivas, cotio - conse=
cuencia de la mma:nza deteahbzaziﬁmr érL el priver orden no nulo, la ‘
probabilidad: desﬁtzfamm.@c eﬂtmmixmlee_]mé foge moides Dirac-degenerados,
puede expresarse"medlante,ka'férmu}a usualrpaﬁa transicién El ‘(eléctrica

dlpolar) con el elemenxe*matrlulal del,operedor coordenadd-entre los esta-
dos Dirac en cuestién. Se calcula una expresibn general para dicha proba-~
bilidad.

ABSTRACT -

We. show that when'the firsteiadiative'correctienS"are—included as a
congecuence- of the gaunge lnvarlanee, in the first order net mill, the
probability . of tran51t10n between Dirac-degenerate . hydrogenlc levels, may l
be expresed by the usual formula for the El'tran51t10n with. the matrix . _
element. of the coordlnate operatpr between the resPectlve Dirac: states,;:
A general formula for thlS probablllty 1s calculated e e e

INTRODYUCCTON L et e o e :

El cdlculo de la probabllldad de tran31c16n entre nlveles hldrogen01des
no rélat1v1stas, degeneraﬁos en ausencia de 1nteracc16n con campos déblles

e

aﬁ!-

£
LI




!
‘adicionales al de Coulomb nuclear, no presenta dificultades esenciales. El
elemento matricial de transicibn <@ |V exp(—iﬁ‘§)}¢1> debe calcularse con
1as funciones de onda exactas @, autoestados del hamiltoniano exacto ({(que

" incluye las interacciones adicionales): Hp = Egp. En este caso la aproxima-

cién dipolar est& muy justificada, pues k = E,-E; = E% - E% 0 {usamos
unidades en que h = ¢ = 1 y el supra cero indica el estado correspondiente
no perturbado} al ser estados degenerados. En esta aproximacién el elemento
matricial de tran51c16n se reduce a <¢2lv|m1>- si aguf sustituimos ¢,=¢?
@:%p3 dicho elemento se anula, ?or ello su contr1buc16n no nula surge de
las correcciones Sp= @-9° a las funciones de onda inicial v final. Existe
un enfoque m&s sencillo que parte de la ecuacién del movimiento de
Heisemberg ' '

¥ = i[H,T] ) _ Y

medlante 1a cual tranaformamos ¥ aproxlmamos el elemento matr1c1a1

<w2|vlm1> = (EZ—E ) <¢q11rlw1 X (Ez—E;)<@zllr|w1

de donde se ve: que para tran51c1ones ‘entre nlveles degenerados resulta “més
exacta” la expre816n del elemento'matn1c131 en la forma coordenada, pues )
mantiene su utllldad aﬁn en el caso de nlveles muy cercanos.

El ob]etlvo del presente trabajo es generallzar este resultado al caso .
relativista, cuando la interaccifn -causante del- éesdeblamlento de los nlve-
les Dirac-degenerados es con el campo cuantizado de radiacién (correcciones
radiativas). Tal generallzac16n no es inmediata, pues en este casO no es
pogible describir el electrﬁn mediante un hamiltoniano c¢on s6lo ‘interaccio-
nes locales. No obstante, como mOosStraremos, a consecuencia de la invarianza
de calibracidn, al. incluir correcciones radiativas al operador vértice de -
emisifn de un fotén'junto:a‘lag'deilas'funciones de onda Dirac-Coulomb y
de los estados inicial 'y final, resulta que, como en el caso no relativista,
es posible calcular la probabilidad de transicifn en cuestibtn con el ele-
‘mento matribi;l_en-la forma coordenada

!
1

AE <¢2|lr|¢1

donde AE eS'el corrimiento Lam entre los niveles. Finalmente, usando resulw]
tados dg_1a_t§oxia;de,momentos~angulares, calculamos una f£6rmula general
para la pfobabiliéad de transici®n entre dos estados hidrogenoides degene-
rados cualesqulera.iﬁﬁ.;, | '

AMPLITUD DE PROBABILIDAB BE TRANSICIﬁN ENTRE NIVELES HIDROGENOIDES
DEGENERADOS INCLUYENDO—CERRECC&%HES RADTATIVAS

_ En el primer orden la’ amplltudrde:probabllldad de transxc16n con emisifin
de un fotdn de polarlzac16n & Y vector de—onda k es proporc1ona1 ‘a la con-
trlbuclén del dlagrama D1, flgura 1 /1/

. Dl = =-ie e* <}I§) |0|. exp(-'lk 1’)—1‘])1 L (2)
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- que es la generallzac16n de 1a expre516n no relat1v15ta al caso relat1v1sta.

Las prlmeras correcciones radlatlvas corresponden a la inclusibn de
efectos radiativos en las funciones de onda iniciales y finales esquematlza-
dos en los dlagramas D2-D5, figura 2, con contr1buc1ones _ '

D2= <¢2]—1eu e*exp(wlk rllG(r r 'E1)(--1)Z(r',r"-l-"1)|tp1 (3)
D3= <y, |-i Z(r r -E2)1G(r',r"-E2)( 1e)m e*exp(-lk r)]wl C (4)
Di= <y, |-ied-e*exp (~ik- r)1G(r,r';E1)(.1)P(r }iyy> S £:3)
D5= <y |-iP(T)iG(X,T';E2) (~ie)d-S*exp (-ik-) |y » | | (6)

y en el operador vé&rtice 1lustrado en el dlagrama DG figura 2, con contri-
bucidn ' : S S
) —)' .
|%, ]-ieA‘” &) -E*exp(-iﬁ.z)_wﬁ S (7)

Br estas expresiones e = - Iel_es la carga del electrbn, o la conocida
matriz de Dirac, G el peragador uniélectrénico,'z el'operador automasa del
electrdn, P el operador correspondiente a la primera correcci6n radiativa
por polarizacibn del vacio al potencial. coulomblano, A(3) el operador vér-

tice de 3©r orden /2/.

considerando la pequefiez de k = ]k para transiciones entre niveles
degenerados, la pr1n01pal contribucibn de estos dlagramas la obtenemos
evaluando para k = 0, en este ‘caso con51derando 1a relacibn '

g = i[Ho,g] . L (8)

donde H, es el hamlltonlano de Dlrac, se. ve‘que lalcontrlbu016n de (2) se

anula.

Sustltuvendo en (3) y {4) la representaCLGn eSpectral del nroPagador

unielectrdnico /2/
N EIRANEL)

G {T,r";E) = S,

E~E2 + 10

donde Sn simboliza sumaci&n en el indice n, v usando (8) obtenemos: -
1(E2 Eﬂ)r

- = ie Zx. 2n e —ie 2%a iw
(3) = - ie o* S, = 'Eﬂ an = 1e.e S, 1f2n En1 (9)
oo ‘ (’flrz) .
: o i(E2-E$)T ., - " |
_ PR # n i "™nl . _ . _ P
(4) = - ie-é*-s I, E,~EC =~ ie 8.5, ], drp, (10)
(#1,2)

los subindices indican elementos matriciales entre'los estados subnumera-
dos. En la filtima igualdad aproximamos E. = E2 {(i=1,2) y hemos considerado
el caricter degenerado de 1oé niveles, aqui E3 es la energia del. electrén
Dirac y E; la energia inéluyendo-adem&s correcciones radiativas. Para los
‘términos en que tal aproximacién anula el denomlnador, ‘mantenemos el valor
exacto E, if estos t&rminos se anulan al anularse el numerador, asi se anulan
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las contribuciones de, los térm;nos n = 1 2, aue descontamos»explic1tamente.
En cuanto a. (7) usando i%-1 expr3516n del oneraéor vértlce de tercer orden

(Yuexp(lk .r)z (a exp(-lk r))nrx o

A(a)(ﬁ)f= o? d"k' o 35-{:% T
_ L (2m) 1(k'2+10) n,r - (E—k'—E°+10)

(Y exp{=ik'»2))rl
(Eékérg%*iog%;f:_-“‘,u

+*%

evaluando en k=0 y usando (8)
@) - i -NE°;E+k')JE°;E+k;))
nr nr o n o' Fr o
-entonces podemos transformar'

A‘”(kﬂ)—-lrz u:r-m +1r'2u:r“E)

con. lo cual ponemos (7) en. la forma

(7) —ﬁ vere 2n$n1 + EZn nl) B _(11)7
La contrlbuclén total de 1os dlagramasﬂDZ, D3 D6
(9)+(10)+(11) = = ie &*.(S_ (iTpy Tn1) =Sy, (1r2n £q) = “zznzu)+s‘1zmanﬂ’ .
#1 5 I n#lz “n T
I3 g 1.
= ~le e*"zzz -2y, )iT,,

donde usamos la diagonalidad dé I en otros nimeros cuénticos distintos al
principal. ' ' i A '

_ An&logaméhte transtrﬁamég (5)3y lG)!paié E'é'o; usandd,}ﬁ}'y con aproxi
maciones del tipo usado en la obtencifn de (9). y (10}, obtenemos

et LE e P

(5) = ie e*. s 1r2nPn1 _ {13)
| oA,z
(6) = —(-ie}e*.S oPani n1 ' (14)

La’contribuciﬁn total de los diagramas D4 Y D5 cohﬁiﬁerando‘la conmuta-
tividad de T vy P, v la dlagonalldad de P entre estados con nﬁmeros cudnticos
distintos al principal i ' S

. (1334 (14) =f?ie-3?ﬁ!?21’P14¥i}21~:s; S - (15) .

‘La contr1buc16n totai del prlmer orden no nulo .

{12)4(15) = =ie @*. (E (2) ~E (1))1r21 cor (16)

donde E (1) es el corrlmlento Lamb del estado i.
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FORMULA PARA LA PROBABILIDAD DE. TRANSICION

Como es conocido los. nlveles hldrogen01des—D1rac con nfimero cuéntlco n,
no nulo son 2-degenerados, corre5ponden a los autoestados [njim> , l—jis.
Dichos estados son de parldad opuesta,rpor ello entre los mismos el elemen-
to matr1c1a1 de r es en general no nulo. La Drobabllldad de transicibn entre
dos estados cualesqulera de estos es propor01ona1 a

W (23+1) 's nl <03 (3+3)m{E |n] (5- s> | (17)

donde ‘se suma a las proyecciones del momento angular total flnal Yy se pro-
media a las iniciales.

Consideremoéabarte'elelemente_matriéial
M= <nj'1' |r|n31m> . (18)
La func16n de onda Blrac-Coulomb . .

njl(r)ﬂ (n)

| njlm > = :
i1 (r) lem(l‘l) |
donde Sl (n) ml'mzcgﬁ "L, Yl (n)v 'I=.2'j'-1 Vaqt'f‘i "1és C's son los coefi-

=g

cientes de Clebsh~Gordan, Y las func1ones esféricas y vm el esplnor de
Pauli con proyeccibn de- espin m. Las func1enes radlales ct G pueden expre-'
sarse mediante funciones hipergeom&tricas /1/, nosotros. preferlmes una
exprésién equlvalente ‘mediante polinomies de Laquerre ' :

+ AN (N} ey oo
¢ (r) = AmN (N-®) :;QT?Z }? ~@Y;lggp(+p/;) {n_ (2y+n, )L(2Y)(O) by

(p)}

donde. B es la energia del estédo, la conoclda funcibn gamma de Euler,

F:3

AarT (2y4n_+1)

"_1+!i - 3+!5_) = = (1+1)

=1 + (3+k)= +1

>

N,='v/nz-2n (|¥|-v), n = n-+1y|,“? = ¥?=2%a®, o = ©/yc ~ 1/137 es la cono-~
cida constante de estructura flna {en unidades corrientes).

En (18) podemos separar la 1ntegra016n radlal de la angular

M=<r>+ <i]ﬁm'[n|jlm$+§r> <3 I'm' |n|]1m > ' (19)

= {2 N oo
SERL f dr an} 1 (r) '_G;_jltr) B




, \
<3 'l m'|nljlm> J‘doﬂﬁ,l,m,(nlnﬂjlm(n)

Efectuemos 1a 1ntegracién angular B

Gl T ;. N R YT DR R
AUmEm = s s ol .<Y"‘ [ A
- mﬁw m- m2 '1‘h{,¥m' lml,%mzmdn 1 :
usando coordenadas ciclicas- R

y las identidades /3/

m.], g imz -+ mg ."')' /(21 +1) (21 +1) 130 .‘..-13m3
: * -y .
Jdc’Yll“‘) 12(“”13(“_’ A 41r(213+1) Ci0,10 %% mim
cY € - 46 b+c+d+f ab c}
gﬁcaa bscds,bscaq,f¢ (- 1) J(2c+1)(2d+1) ch fw{e £a

‘donde. entre llaves:aparece el simbolo 6-j. Se obtiene.

En el cédlculo de W {17), empleamos las identidades

c gyl itm' 3'm' _ ouiqy =l e WURCRN
(25+1) Smm,CJm lucjm,lu (2J+l). Sm.l (23+l) (23 +1?

entonces , _
| wo = [<r> v}l' +<r> le Jl:l _

BN

Usando tablas /3/ para coef1c1entes de Clebsh-Gordanky simbolos 6-]
obtenemos _
Viqras =V iryas = =t

e e R 1)

finalmente

Lfersy +ep>)?

R o T A - e

Efectuemos 1a”k graci  raﬂia1A Las 1ntegrales radlales que expresan

<r>i se reducen a inteq



pero . . . f: ARV el e e _ .
o ;
k _ (k) (k) T
f pdp gxp( p)Lm (Q)Ln (p) = n:?(k+n+1)anm
[1} v . T . st
y usando f6rmulas de recurrencia para polinomios de Lagﬁerre arribamos a

mn

= 1
1 w.r(k+m+1{[(2n+kf135mn “m(n+1)

?(n+k}6m(m 1)]

¥y se obtiene . P Lol

VI*E S N
x> = '1"(2 tpptl)| e (2mez) T Inl(2v+ 3 i STETE R R

srma s IR

+ 2,2 - 7
(N x )%_7 I 2Nn (2Y+nr);$ri5r" Al

de-donde sigﬁé _ _ :
- ‘_1
3 . .
o ‘ | <%é+ f <r>_‘ .(2maZ) 3(nr+7)/nrinr+2y) _ (21)
sustituyendo (21) en (20)

' 9(n-+y)2n tn'+2}

w =
Q

153(3+1)(ma2)=

La probabllldad de tran31C16n obtenlda sumando en las polarlza01ones del,
fotén emitido e 1ntegrando en’ sus d1recc1dnes R e "

-

P_ (m'r_J.-:_ - _,nj:-l ') =43 aBgtiw,

donde AE -EL(Z) E (1) es el corrlmlento'Lamb entre 1os nlveles degenerados
en cuestidn. T ' '

CONCLUSIONES

Considerando que AE “ a(aZ)qm Se ve que la probabilidad de transici®n
calculada es pequeiia. Calculemos como ejemplo dicha probabilidad para la
transicidn entre los niveles 2:5!5-213;5 ¢+ que corresponden a j = %, n n,. =1, en
el casc de 7 no muy elevada, entonces y = 1, Entonces

W, /(Zmal
 Como 1la sepéracidn de estos niveles por corrimiento Lamb es /2/
P 5 4
W EL 0.41a°m 2
- obtenemos para la probabilidad en cuestifén

P(2s,-2py) = a*m(az)1%0.83

lia
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" Compirese con las pxebabilidadés—dé”ti&ﬂgiciénTentiéiios;niveles de
‘estructura fina n=2 /87 T ' ’
o pgzpal2 2s e ) = o m(az)?°3(2)7 "

P(2p3/2 2p1[2) = a5m(u2)?23-2(2)'1“'

El resultado obtenldo en el presente trabajo para transiciones entre
niveles Dirac~degenerados de iones hldrogen01des, ha sido extendiﬁo por ios
autores al caso de .iones helloldes de 2 elevada, en 1as cuales es adecuada'
la aprex;macxﬁn 1n1c1a1 de Electrones ‘Piracno 1nteractuantes entre si, 1n~
cluyendo junto a las prlmeras correcc10nes radiativas unielectrbnicas, las
primeras gorrecciones en la interaccibn 1ntere1ectr6n1ca. En ese caso la
separaczén entre niveles degenerados 1nc1uye ademds. del corrlmlente radia-
tivo, los efectos de’ la 1nteracc16n entre electrones, v la probabllldad de

transicibn cregg“nopgpxameg;eg o
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