Sobre la radlacmn de una antena de ranura
€en una guia de ondas planas
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RES UMEN

En la teorIa y la técnlca de las antenas de ranura resulta de gran inte-
rés la solucién del problema sobre la radiaci6n de ondas electromagnéticas
desde una ranura en unaéguigiﬁéfondas. En la actualidad, en general los
m&todos de solucién de este tipo de problemas han sido asintSticos en la
aproximacién de una fanura:infinitamente.estrecha en comparacién con las
dimengiones de la gufa. Sin'émbhrgo, ia matemStica numérica ¥y la computa-
cién hoy en dfa permiten resolver numéricamente este tipo de problemas para
ranuras de dimenszones finltas. A esto se dedica el presente trabajo.

ABSTRACT

T@e theory and technical'qpplications of cleft antenna are very interes-
ting for the solution of the problem of electromagnetic wave radiations from
a cleft in a wave guide. At%pteseht the methods for the solution of this
kind of problem have been solved aalmptotxcally when the cleft is infinitely
narrow in comparison with the dimension of the guide. Nevertheless, numeri-
cal mathematics and computational methods today permit to sclve this kind
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'_-su prlmera publlcac16n en la URSS, la 1mportanc1a’y actualidad del tema en

work. - . T : o . ‘ ) o : e

-INT-“RODUC'CI.GN

La utallzaclén en la técnlca de - 1ineas de comunicac1on formadas por ";'3:
gufias de,ondas 11, de un10né§ complejas de ranuras en guias de ondas {2,3}_ 
y de 31stemas de ranuras 1rrad1antes [4] conduce al estudlo del problema de“}
la un16n electromagnétlca entre dos volﬁmenes a traves de una ranura. En
los trabajos [5~7] se da la solucidn de una ecuac16n integrodiferencial ‘_

- para el campo ern una ranura entre dos volﬁmenes bajo la su9051016n de que

la ranura. es exponenclalmente estrecha (Qn-%T >>1: ln-gv >>1) A la gene-

rallzac16n para el caso de una ranura slmplemente estrecha (——>> 1 ,;%%>>1}i;
estén dedlcados los. trabajos {8,921 en 1os cuales en el desarrollo del: nicleo
-de la ecuaclén 1ntegral para el ‘campo en la ranura- se mantlenen no séle los

'térmlnos de orden: &n %i, sino tamblén los de orden de la unldad ¥ en los ‘
que se da un método. var1ac1onal 1terat1vo para la obtenc16n de los elementos'

-de la matrlz,de dlsper516n.:_-

=

R

minos. subslgulentes de la a81nt6tlca esté I;gg&a

“tel tamafic.y -1a. ColeEjldad de las expres&ones)
bllldad de las férmulas aSLntétlcas estén evaluados sélo en

d1fracc;6n en una ranura en una pantalla plana {12] N6 exlste nlnguna com-
;prohaclﬁnmggl palance energetlco, de esto 5610 se habla en el trabajo [13}

~Gracias..a los. trabajgs de AN, Tijonov (14, 15] bg ﬁe Lévrlentlev [16]
~sobre. la. solucldn de-problemas 1ncorrectamente plan;eados su;glé la p031—:'
.bllidadwde thener con: métodos numérlcos Aa soluc16n de ecuac;ones 1nte- _

grales-de. prrﬁera espe01e en maqulnas computadoras._ﬂEJ

_ El presente articulo constltuye 1la. primera- parte de un: trabajo publlcado”
por el autor [17] en 1969 en una: rev1sta de la ‘Universidad Estatal de-qucﬁi
?Su inténcidn ed poner en’ con001m1ento del” lector cubano un .método til:.de
_solucldn de” problémas de difrac016n de-ondas en ranuras en guias»daondas:mr
diante la soluczén numérica de una ecuac16n 1ntegra1 de Fredholm de primera:
Q~especre een nﬁe&eo regularlzante“,No obstante,_los afos transcurrldqs desde

nuestro pais, tanto desde el punto de v1sta fis;co—matem&tlco, como’ desde
"el punto de Vlsta de 1a apl:ca016n préctlca, amerlta a nuestrc,3u101o su
publlcac16n.r_ R '

:1 PLANTEAMIENTO DEL: PROBLEMﬂ e e s s

s

Investlguemos el- problema de la radiac16n desde una ranura en’ una guia
 de ondas plana.. Supongamos que tenemos dos placas paralelas ‘sepdradas.
: ' 14 . )



‘entre sf la distancia .a . En-una de dichas placas ests oractlcada una ~
ranura: ‘de ancho 2L (fig.l). Con51derando el problema btdlmen31ona1. refea"
‘riremos nuestrc estudio al sistema de coordenadas (x z) en el cual el e;e
'0Z se encuentra sobre la placa inferior de la guIa Y el eje Ox es perpend;-
cular a este Yy se encuentra colocado de forma tal que la ranura mencionada '
estd centrada en el mismo. Sﬁpongamos que por la gufa desde Z = - @ viaja
una onda electromagnética con componentés B ,'E Y. Hy no iguales a cero; las
restantes componentes son idénticamente nulas. Representando la componente
HY del campo magné&tico. medxante la funcidn u({x, z), la onda incidente 1la
daremos en la forma

A

ivz _ : .
u, = Ae cos a X, ¥- _ (1,1)_
o - - : w_ 27 X R
donde A, a = =, Y;._ k? ~ a; Yy k= o= 5 son magnitudes conocidas y

m es un n@mero natural fijo. La dependencia temporal de nuestro campo la
hemos supuesto xgual a exp{ 1wt}, por lo que Y se define por la condiciﬁn
Im oy, >0 . : : : g

" E1 problema consiste en determinar el campo de radiacién desde la ranura
de la gufa, asI como los coeficientes de reflexién y de paso de las ondas .
dentro de la guIa originados por la irregularidad provocada por la ranura.
El problema matemftico se reduce a resolver la ecuacién de Helmholtz

Viu+kZu=0 ' ' - T (1.2)

con las condiciones = ' S

’;= 0, x=a, |z|>L

u | : =f(z)£0 | (1.3)
'x= a, |z|<L -

y con .las condiciones en el infinito: '

iv_z o © ~iY z

u(x,z) = Ae " cos X + ] R.e Mcosax ¥2s-L, (1.4)
nip 0. n s
i iYnz - R
ulx,2z) = } T, e " cos ax VzzL . ' {(1.5)
. N n=1 -
para Q<x<a, vy
lim v | 2% - jku| =0 Yyx> |
T | g% x>a, (1.6)

r+ o

que tienen el sentido fisico de la ausencia de ondas oue viajen desde el
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infinlto hacza el origen de coordenadas, con excepc16n &e la -enda incidente.
Nuestro problema cons;ste en determxnar 1os coeflclentes R Tn' y ‘el campo
.irradzado para x> a. Las expreszones que gé obtlenen ‘para los coeficientes

Ry Y T, son: B T

coRro= i e iy g, . L {1.7)
| ',fL ; -
L
. o n |  =-iy iz -
— . (_,,1! ;o *Tn . .
Tn. -Aanm‘+ i v, e f{z)dz", | .(1.8)
-L h

donde Ggm.jes éi'sfmbplotdé Kronecker. =~ . . R

El campo irradiado puede ser expresado en la forma
R L : . \

Coulxt, z*) = —,J Mo, m | f@az, 19
lo qué se desﬁrende de la tercera férmulé.dé Green paka la sélucibn de la
ecuacifn de Helmholtz en el caso bldlmen81ona1 Aqui '

Mok, wy) = [ (1), uru] H:I)[krﬁ M]1._ (1.10)

[

~

es la funcién de Green def problema; Hél)fx) es la funcifn de Hankel de
primer tipo. Como se aprecia, todas las magnitudes se expresan a. través de
la funcién f (z) que tiene el sentido fisico del. campo E en la ranura de la-
gufa. Por consiguiente, el problema ‘se reduce a determ1nar la funcién f£(z).
Es conveniente destacar que la funclén £(z) para |z| —i° tlene una singula-
ridad del orden (z’- L }'% 1o gque se. desprende de las cond1c1ones de Meysner'i
para la d;fraccxén en el borde agudo de und’ pantalla f18].

2. ECUACION PARA DETERMINAR LA FUNCION £(z)
- La tercéxé férmula de Green para él'cqsp bidimensional permite escribir
la golucién del problema de frontera interno en la forma '

L -
. _ iszg ‘ .
u(xo, zo)-A.e cos a_ X = G{Mo} M)

-

f(z)dz - (2.1)

. =L x=a o
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Aquf la funcibn de Green es

_.‘g(mo,rgyT- ) '-EY-‘_ . cos! an xucos o _x . S 42.2)

“n=1_-3'n o

" Tomemos en (1. 91 y ‘en (2 1) el Li\lte para \xo—-—»a, x—»a, z ——»ze (-L:L)
(1a varlable de 1ntegrac16n en lo adelantg ser& a).‘ Obtenemos,

-

Gla,a, z, o) £la)da, L@y

para (1.9):

ufa,z)= - :[ @Pia_-,.a,é,a) f(d)-d o - o - \ ("2.'4):.'-
.'-;L ST - . . S -

Multlpllquemos por ~1.1a expxe516n (2 4) v sumémosla con (2 3). Asi
obtenemos una ecuacidn 1ntegral no homogénea de Fredholm de primera espe01e

para determlnar la funczén f(z)

- R | | |
R f@aa e, @)
"I..n. -
dbp&e , X
@(z) = 1™ ae "o , - 2.6)
1§'e1 nﬁcleo.dezla'ecuaqiﬁn es'_ ‘ o | . T
, R - ‘o 1Y |a-zl _
K(z,a) = ¢M+ 6= 2 = Bu}(k{‘z—all-t-l 3 e 2 (2.7)
S A S tm= Yy

3. REDUCCIGN DE LA ECUACIﬁN INTFGRAL A UN SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS

-Como ambas func;ones de Green tlenen en z =0 una slngularldad del tlpo
kn(lﬁz-a)) '] como de la expres:.én (2. 7) se desprende que dlchas s:mgula-
Hr;dades se suman, el ndGcleoc de nuestra ecuac16n 1ntegral tleneruna .singula-
.rlﬂad de ege n}lsmo t:.po en - la dlagonal, para z=o. - '

“ picha s:.ngularldad regularlzadora del nﬁcleo permlte resolverla ecuac:.ﬁn'
de la- siguiente’ manera: veamos’ la’ ecuac:l.dn (2. 5) en los puntos dlscretos
del segmento {-L L) ¢ Zs = - L ER é:z— + (3 1):12,(3- 1, 2, ov. o N):

| s



' {‘k.(zj._, a)'.f(a__).du = m(_ij') . o _(3,_1}\

QL T . - : | S
A c0nt1nUa016n hagamos una part1c16n del segmento de 1ntegrac16n (-L L)

respecto a o segﬁn se muestra en la flgura 2 de manera. gue los puntos de

ambas part1c1ones ‘estén relac1onados por la férmula aJ Zj.f

la ecuacidn (3. 1‘ puede ser entonces escrlta en la forma o T

Az
it 5

=4

JK(Z .a)ftﬂ)da—w(z) B 3.2
a

_bz
i 2

Para obtener el 51stema de ecuac10nes algehralcas anallcemos dos casos-

) i # j (al 1ntegrar desde ul— AE hasta u + %; no cruzamos la dlaaonal\__

En este caso,.debldo a la suf;cxente suav1dad de la func16n 1ntegrando,
sustituiremos la. lntegral -por la ‘f6rmula aprox1mada del rect&ngulo.

sz
2

; . . . e

+
1
J K(z ,a)f(u)da = K{zj'qi)f(di)Az S o : H,{&;;;

-z
“i_“i‘

2) 1—3' (al 1ntegrar desde (v _ Az hasta oy +. gf cruzZamos la diagonal). En

io- 2
este caso el nﬁcleo tlene una 51ngular1dad. Por lo tanto haremos.

A_Z .- s : N Az
%3t 2 s °‘j E2
'7 K(zj,a)f(q)da z-f{aj]j: K(zj;a)da T ST (3.4)
Az © _Az
T T

~ Teniendo en cuenta la fdrmula (2. 7) y el hecho de que el argumento en
la- integral (3.4) es pequeno, para la integral a la derecha de £3 4) obte-
nemos, ‘finalmente, la expresi6n°- o _ ~
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Az

it 2 | . -
o z -
: a2 Y- kA
J K(z (o)da= —2—-—[e n 2 —1J— %" kdz [y-l-l-f,n 42} +
n=l ayp - S | |

. -'1ksAZS - ‘_!'.‘_'.\

k34z? kaz) . ° " _17 kAz ] y
* ade [4 3y -3 ] 51207 [Y 0t ¢ -

kAaz  kiaz?®. . kSAzs']

1 jkAz | 3.5
Yk 72 " T8 * 15240 (3.3)

Ty
[}
-

donde ¥ = lim {14 %+ ...+ - inm} = 0.57721566490 ... es la conocida
. m-> « - .
constante de Euler. _ _

Por con51gu1ente, de ia expresién (3.2) obtenemos el 51stema de ecuacio-’

nes algebralcas._.

L E, o= : : : {306
i MfiTe RREEI

donde
Ajs = | R : B

. C : Vi = j ’ j - 1, 2' --.-" N.

Aquf hemos introducido 1a notacidn

. = K {zj . ai)

£f.=f (a;,) ; v, = (p(zj)_ ’ KJJ.

i i 3

¥y C viene dada por la férmula (3.5).

4. PATRON DE EMISION DEL CAMPO IRRADIADO _

En forma general el campo irtadiédo se expresa por la f6rmula (1.9),
pero para una investigacifn cualitativa de dicho campo es suficiente ob4
tener su patrén de emisién. Tomando M = (a,'z) y el 1fnite para rM M
en la expresién (1.9} después de célculos sencillos se obtiene para el
patrén de emisién del campo irradiado de expresién
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e

N _  L | ‘ o
Dlo) = - J’e ikz SeNO  f(z)@z, _ C(4.1)

_ B ' ' '
donde @ es el anqulo entre el radlovector cry dleje Ox {fig. 3).

]

5. ANALISIS Numsmco N S _ a _ B
Un estudio de la serie que flgura en-la expre316n (3. 5) Yy la valorac;dn )
de su resto, nos permrte-esgrlblrla en‘la_forma s;gulenge, SN
’ . Az - N -1 o 2 .7 B .
o0 iY,—- 2. iRVu*-n
n .
0= E 2 e’ 72':_l=£§, z e. . +i + : P
¥, n=1 aYz e n=1 w2=-n2 3
n _ n : N
. ; 3 | (P N,-1 e : : '
. 4 k453‘ + z_k a S —————:l e S o - (5.1) "
PR : '“TFG' . n=1 nﬂ (nz. ._.KZ) _ - .

donde para un grado de exaétitud.dado &, N ¥ 'Nz se ‘expresan como.

1
N2z —T ) NyEl 42| == tn —=x _(5.2) .
13,-9—4?%— - SR - £ - l—eB ' .
'y donde ﬁemos'intrpducido las nqtacibnes S [
R = 2a o u,— ','_‘ . . i_ . . ' o (5'3)

‘Con v1sta a la obtenc16n de resultados numérlcos nroponemos en la expres;ﬁn
(1. 1) A—l, m=1 e lnvestlgamos los resultados para ka= %} . En este caso y '

en v1rtud de gque T e L -
. m 2... —*L ] 2 . r ) : (5'4)
Yy = vk an i /uZ - n? _ o - 1

~queda claro que las: ondas . gue se propagan ein la gufa son solamente los
prlmeros .sumandos en las series de las expreszones (1.4) ¥y {1.5). Por con-
: 51gu1ente, para los coeficientes de reflex;én y refrac016n se obtlene.

L L L |
' T . = ' ' NE l _ R EEE
le— avy, l[-fz(z)cos{le)+ fl(z)sen(Y}z)]-éz . 5
=L ) ; i
L f
| 5;: [%1(z)cos(le). fz(z)sen(Yi?)}.dzr ‘ o 15.5) .
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f (z}cos(Y zy— f (z)sen(Y z)] dz-é

e

" {f (z)cos(y z) + £_(z)senly -z.)"].'dz .

donde'f(z) f {z} + 1f (z} : Lasfihtggxales;en¢1§$;£6rmulas,(5}5JEY'1595}-
se calculan numérlcamente. :@r*"*”f*f o T o ' o o
El° patr6n de emlslﬁn fue” lrevado a la 31gu1ente expre316n numérlca para

fsu c&lculo

o - 3 Syl

e

-k sen '@

confEzianal Y [ - o Al
e 2 = 1 1Eo,€08 kzn.?.e_nw}+f1 sen E{zn_sen_cp:l' _— 5.1
k sen 9 ”n=1' [ e TS n L de :__.- o

+ 12

Las expr351ones numérlcas de ios elementos del 31stema de ecuaclones alge-'_

'bralcas a resolver son.- : L ,'-I_- DR T e
gy = cosly z.) ¥ senly z) - it (5.8
_,CD_J_/ _(Yfzj_{ 3 _(Yl 3) B | o (5.8)

'y, -como ka ='%E . el nﬁcleofdelféiétéma tiene .la forma:

. -/a —k la -2 I

. e

2  a/a —k2 L

5_sen{y1]ui-zdi}' o ,,.gu;f" ; S
T S s AR B [ N i
. .ay; B - 12*ﬂIm-Hn‘ (k!?j“aijl-+

o
i n

|M8

3 re 1M i)z

{ °°S(Y la 7.‘. L
_ o )
-

" En la grogramacidn-fomamoa N = 30 y tenemos en consideracifn el hecho

o 5.9y

de que

&

ey =z =L+ 5P (- LAz,

2L = NAz .



6. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Para la solucidn numérlca se utlllzé la’ mlcrocomputadora NEC PC~9801 F
-con programas del autoxr escrltos en lenguaje BASIC. N 88 Los célculos '

-'fueron reallzados para las varlantes 51gu1entes.

1. a= 100 L. Este es el caso de una ranura muy estrecha practlcada en la
pared de la gufa. A través de la ranura se 1rradla solamente el 2. 36% _
de la energ¢a incidente y el patrén de emlslén de 1la ranura t;ene 1a -
forma dlpolar esperada que se. muestra en la flg. 4.

2, a= 10 L. En este caso a través de la ranura se lrradla al exterlor el
10.3% de la energia 1nc1dente y'en el patrdn de emlSlén de~1a ‘ranura,
mostrado en la fig. 5, se _aprecia la dlferenc1a esperada con resPecto!
al patrén dlpolar, con un corrlmlento ‘del m&xzmo de 1a; energia 1rrad1adal

i hacza la zona de valores negatlvos del. éngulo~m. . ‘

3. a= L. Eﬂ'ésté‘caso 1a'enérg£a ifradiadé a traVés éé*lé réﬁufa*donsti—
tuye el 71.7 % de la energia 1nc1dente..E1 patrdn de. emlszén, mostrado
~en la flgura 6, permlte aprec1ar el carébter cada vez m&s d1recc1ona1
'ide la antena de ranura. La mayor cantldad de energia se 1rradla en la-
. dlrecc16n w é:-.ég . S .!u 7 ) _;_ NS

El paso elegido de la part1C16n del segmento 4—L,LJ permlte aflrmar que -
Llos resultados aquf expuestos son satlsfactorlos. Sln embargo, para valeres'
mayores de %ﬁ resulta 1nsuflcxente. Un 1ntento de c&lculo, pQr ejemplo,
para valores de a = L/10 dio como. resultado que no ‘se 1ogra ‘destacar sufi-
c1entemente la singularidad regularlzadora del nﬁcleo de- la ecuacxén lnte-
gral por lo que los resultados obtenldos para esta variante no. resultan
conflables. No obstante,. lo. mas 1mportante es que el algorltmo de. soluc16n
del problema planteado sigue siendo’ v8lido y por tanto para obtener buenos
resultados para valores mayores de EL ‘gque  los reportados en el presente
trabajo solamente  es necesario aumentar el nﬁmero de. puntos en la particidn
del segmento (-L, L), disminuyendo asfi el paso de dlcha part1016n,_lo cual
puede lograrse utillzando m&qulnas computadoras de mayor capacidad.
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