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RESUMEN

Para el SU{Z) Yang—Mllls ‘Euclideano descrito en el formalismo de t'Hooft
se»encuentra un anilogo entre las ecuaciones de los campos de calibracibn y
la ecuacidn ‘de 1la teoria_lm . Se muestra que-las finicas soluciones existen-
tes en el espacio Euclideénorgue contienen accién finita corresponden a
‘?soluciones instanténicaé ¢on-ca:gas topoldgicas uno y cero.

: ABSTRACT

An analogous between the theory r@* and the SU(2) Euclldean gauge theory
descrlbed in t° Hooft S formallsm is found. It is shown that the unigue
solutions exist1ng in the Euclidean space which contaln flnlte action -
belong to 1nstanton—solutlons with topologlcal charges one and zero.

1.4 N7 R obpuc c 10N

El estudio de las teorias de calibracién es de'gran interés para 1la
descr1pc16n de las interacciones de los quarkos 'y leptones 'y juegan un

papel . fundamental en la teoria cuéntlca del campo.'

Estas teorias han sido estudiadas desde varlos puntos de v1sta. En
particular el an&lisis de las soluciones de las ecuaciones clasicas del
movimiento juegan un rol 1mportante en los estudios no. perturbativos como
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por ejemplo: en la construccidn del wvacio de la cromodindmica cudntica, en -
el estudio del confinamiento quirkico, cuantificacién no-lineal y otros.

Desde la aparicién de las soluciones instantfnicas de Belavin, Polyakov,
Schwartz y Tyupkin y t' Hooft en 1975 (BPST-instanton) [1,2] de las
ecuaciones clisicas del movimiento de los campos no-abelianos se lleva a
cabo una serie de importantes investigaciones de las mismas debido fundamen-
talmente a las propiedades de accibn minima finita que estas presentan, lo
cual es decisivo para la cuantificacidn por los métodos de la teoria cuasi-
cldsica (ver por ejemplo [3,41). Producto de esto en los Gltimos afios se
han realizado estudios con el objetivo de encontrar nuevas soluciones de las
ecuaciones euclideanas del Yang-Mills [5-7] con minima acecidn gue.puedan
brindar alglin aporte a las anteriores cﬁestionéﬁ. En estos trabajos [5,7]
se encontraron soluciones elipticas a la ecuacidn de autodualidad o
antiautodualidad, las cuales generalizan a las de tipo BPST y ademds presen-
tan singularidad para valores arbitrarios de las funciones elipticas de
Jacobi. No obstante eso en el trabajo [6] se muestra que la aparicidn
de un instantdn 51ngular de tipo BPST puede ser obtenldo en la teorfa de

perturbaC16n.

En el presente trabajo se hacen estudioé'de las pOsibles soluéidnes de :
la ecuacidn de Yang—Millé en el espacio de Euclides utilizando el ansatz
de t'Hooft para el grupo SU(2}, lo cual posibilita representar la compleja
ecuacifn en una forma escalar mis sencilla. Las Gnicas soluciones localiza—
das de la ecuacifn de Yang-Mills gue tienen accién finita corresponden a
valeres nulos. del tensor energia-impulso y satisfacen a las ecuaciones de
"autcdualidad con diferentes cargas topoldgicas.

2. FORMULACION EUCLIDIANA DEL YANG-MILLS Y ANSATZ DE t'HOOFT
Un sistema de campos de Yang-Mills se describe por la accidn

'7_. ] . uv_ . . |
S--z—ngxTrFqu ’ . ‘ (1)

donde: Fiy = auAv NG +AiEA /A, J estensor intensidad del campo de

callbra016n, representados en forma de matrices Ermitianas de una represen—
tacidn adjunta del &lgebra de Lee del grupo de Lee G.

Los estremales de la ac016n {I) satisfacen a las ecuaciones de Yang-

Mills

3y + ALF ., A = 0, , | (2)

las cuales al igual gque la accidn (I) son invariantes con respecto .a las

transformaciones de calibracifn de los potenciales
A = ata g - iaty : : ' ' (3
éu g Apg }9 Hg ’ _ (3)
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donde g son matrices realizadoras de la representacidn unitaria del grupo

compacto de calibracidn G.

En el espacio real de Minko%éky existen muchas soluciones de las ecua-
ciones de Yang-Mills. (2). En particularx fue mostrado [81 que al igual que
en la electrodingmica en el caso“de los campos'noabelianos existen solucio-
nes de tipo de ondas planas. Estas, con densidad energética finita, poseen
una energia indeterminada.

En el espacio'de Euélidgs sin:embargo'ia.ﬁéoria cambia. Este @iltimo no
es mis que el de Minkovskyu£qméd6 con tiempo'imaginafio; o sea, haciendo
el cambio ' ' ' -

x, * -ix, o (4)
pudi&ramos thenef la reprbsentécién euclideana de todas las magnitudes
fisicas. -

En el espacio de Euclides es evidente que la suma de cuadrados

Tr[(Fuvn Fuv)(FUU—‘Fqu] z 0, _ (5}

donde F = g F es tensor dual con relacidn a F, ., € es un

[TAY pvaf of TR
tensor completamente antisimétrico,

uqu

De-(S):sale que

-~ 5 . .
Tr(F“vFuy+ Fuv uv) > 2 Tr(Fquuv) ) (6)

de donde por la relacién

il

Tr(Fquuv) Tr(Fquuv) ' (7)

obtenemos que

Tr(Fquuv) 2 Tr(Fuv Uv) o . , {8)

guien establece luego de la integracibn el valor minlmo de la ac016n

euclideana del Yang-Mills. Esta se establece cuando

FUU = Fuv = euqu'FaB : (9)

Las ecuaciones (9) son 1llamadas ecuaciones de autodualidad y como es
evidente forman un sistema de ecuaciones menos complejo que (2). Las ecua-
ciones de antiautodualidad también responden a valores minimos de la
accidn. |

Para péSaf‘aé*la“teoria'del"éampo en el éséacio de Minkovsky a la teoria
del campo en el espacio ¢con métrica euclideana es necesario realizar el

llamado virage de Bik en el planb complejo de la variable X, ¥ P,
xé+-ixu';"Po + iP, ,

_ a2 2_ 2 2 e oLz
x° = X, X*r=Xp = (x1 T XT o+ XD ¥ xu),



Las rescluciones instantdnicas halladas en el trabajo [I] de ia ecuacién
de autodualidad (9) se presentan en forma de deformacidn conforme del fono
de calibracién del vaclo ' '

- a o 2y * ’

B, = TR, Au = %f(x Yg (x)9, g(x) (16)
Utllizando el formallsmo (14) podemos escribir a (16) en forma:

{ver apéndice) )

2 £(x) | v

a .
Au(X) =2 Mapv * ¢ . (17)
: X _ .

S Mauy SO0 sfmbolos de t'Hooft los cuales contienen un Indice de grupo latino
a, dos griegos del espacio-tiempo v, u y se determinan de la siguiente
forma: ' ' '

A u,v = 1,2,3.
“$ay’ =20
(18)
n = 1.
auv =
aau' v = 0
0 ’ pev =0

Todo lo referente a estos simbolos ver en el apéndice.

Definiendo al tensor del campo

a a ' aPac B '

Fuv = BHAU - BVA + €pc uAv ' | “ | _ (19)
y utilizando (17), obtenemos que:
a _ _-4 ‘ LEV 2 fT a,v_ a uy
Fuv = 2 f(1-f)nauv+ x" [£(1=-f)-—x*f ](“auax_x NaveX ¥ ). (20)

La condicidn de autodualidad (9) exige gque
£(1-f) - x*f' =0 , £f' = daf/d(x?), ’ (21)
la cual tiene como solucibn el instantSn de tipo BPST [I)

£(x?) = xzfx ; Az, | - : (22)

donde A es constante de integracién llamada dimensién del instantén.

3. ECUACION DE YANG MILLS

Hagamos ahora un estudio més detallado de las ecuaC1ones (2) en el for-
malismo antes explicado.
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'Teniendo en cuenta a (20) y {17) y haciendo algunas operaciones alge-
braicas utilizando las propiedades dadas en el apéndice, podemos llevar la
ecuacién (2) a la forma ' o

x"£" + x?£' - £ + 3£ - 2£' = 0, o (23)
la cual representa a (2) mediante el campo escalar.

- Notemos que las soluciones de (21) satisfacen a (23); Esto es cbnsecuen-
cia de que cualguier tensor autodual dado por la definicidn (9) satisface
a la ecuacidén del campo {2).

Haéiendo en (23) el cambio de wvariables

o = In x*/2% f=-'-32-+g,”-- N (24)

donde A es constante arbitraria dimensional de integracidn, obtenemos la

ecuacidn

g" + ;_ g -2g’ =0 (25)

Esta expresién recuerda a la ecuacién unidimensional de la teoria

Ag* que contiene como integral de movimiento a:

—- gl? . —2?"'"__%7_ = const = A , (26)
y puede describir a una pafticula que se encuentra en un potencial
1 1,7 |
...V(g) ='—2— (gz - —'4-—) ' . : i (27)
por lo que (26) adquiere la forma
= 9*% = V(g) = E (28)
Definiendo g' = h, cbtenemos elKSistema
h' =g .
(29)

K-

. 1
g' =~ g+ 293:

el cual posee dos puntos de ensilladura y un centro. (Ver L9, 10]). E1
.retréto de fase de este sistema (Figura 1) indica que las trayectorias que’
estin fuera de la separatriz corresponden a soluciones no-localizadas

qde tienden al infinito. Las Gnicas soluciones localizadas del sistema
correspondén a la separatriz que une a los*puntbs de ensilladura 'y

estas describen procesos de tunelizacidn entre dos estados de vacfio

g = - g =—%—. Evidentemente el instantdn que a esto corresponde en la

teoria euclideana de cémpos de calibracién de Yang-Mills, que por (16} o -
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Figura 1. Retrato de fase del sistema (29).

(17) tiene carga topolégica igual a uno describe. el efecto tfinel entre
1(x? + *) con diferentes cargas

dos estados de vacio f = 0(x? +==), £

topoldgicas:
.Eétas Gltimas soluciones aparecen en (28} cuando E = 0.
d : 3
g =0 - p, =';__J_d9_.;_~, (30} #
‘/2(_V + E) ' ' gz_ —1&—' : o

gue tiene como solucibn a

29 (31)

P =Py = + 1In T=29 ’ g =% th -_—-22-(0--00_)

Las soluciones (31) son de tipo KINK en la teoria A" y teniendo en

cuenta a (24) obtenemos que
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2 2 ’
£ XA - —X | (32)

2 x%4n? 2 x24?
2 2 . 1 Az .
feoo L XA = — | (33)
2 x4y 2 x242? '

los cuales son instantones con cargas topolbgicas iguales a uno y cero
respectivamente.

Otras expresiones analfiticas pueden ser obtenidas desde (30) y las mis-
mas pueden ser expresadas en forma genetal a través de funciones elipticas
gque aungue con densidad de'energia finita oscilan o tienen una mala
conducta cuando x? + t ® y la agccibn se indetermina. Un ejemplo de ello
es el caso A'= 0 donde la solucibn de g es dada por:

d : '
g =p -0, (34)
g’g? - 1/2
quien-acepta como solucibn a '
p-p = t V2 Arcsec V2 g , (35)
por lo que
g{x) =+ 1 (36)

'Jf cos ln(x?/Ax2)¥?%

Para pequeflas amplitudes se tienen soluciones periddicas cuyas expre-

siones aproximadas son:

—

f = Y sin{ln x*/x?}),

donde <y << 1 es constante arbitraria.

4. CONCLUSIONES

Utilizando el formalismo de t'Hooft para el grupo SU(2) se plantéan las
ecuaciones de Yang-Mills de los campos de calibracién dados mediante un

campo conforme-escalar.

El uso de estos mecanismos nos permitid realizar un estudio detallado
del SU(2) Yang-Mills euclideano debido a que es posible obtener un andlogo
entre esta teorfa y la teoria del campo ig" gquien ademds de ser menos
compleja est& mis estudiada. |

Haciendo un andlisis del retrato de fase obtenido para un sistema de tipo
Yang-Mills y estudiando sus posibles soluciones, obtenemos que las Gnicas
localizadas que conllevan a una accidn finita corresponden a las unoinstan-
tdnicas de tipo BPST [I] y a las ceroinstantéhicas, 0 sea, soluciones con
topologia trivial. Otras soluciones del Yang-Mills euclideano no contienen
accidén finita en este formalismo.
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5. APENDICE

Las matrices g{x) parametrizadas de tal forma gque cuando x? + = ellas
correspondan a una proyeccién:esfe:a—esfera, donde una de estas es el
espacio de parimetros del grupo de calibracidn SU(2) y otra es el espacio

tiempo euclideano cuatridimensional, es cdémodo representarlas de forma

.- Ty
mlrwx“//x

b

it
]

g(x) iT;xu//;I, g+(x)

t — >
2 = x? oy xroe xt o+ ¥, T = (vi,T)
" 1 2 3 I

. . . + - " . . :
La multiplicacidn T, ,S€ puede escribir en forma

gt T = 8 4 in o, 11 = &+ in... T
TREY WV auv a neov T auv-a

donde los simbclos de t'Hooft Uy S© determinan por (18) y los simbolos

;auv se diferercian solamente por los signos ante los simbolos de Kroneker

éau en esa definicidn.

”auv satisface 1a condicidn de autodualidad

’ .
nau\) ) epUGB Naop

y las siguientes importantes propiedades.

Mauv = "Mave’ Tapv"buv = 4 sab
MapvMaas = Suabue ™ Supfua * €uvas,
€ivagMays = Suylave ~ SvyNaue T SayMauv,
Napabup = ab%aB + €abecas,
I - 5
€abc"buvcag SvNave = fugMave = fvaaus ¥ Svelapa’
Taupvbuv = 0 nayunbyv = Tayp™oyu
. ' ant de Levi-
donde‘eabc'eausy son los tensores completamente antlsimét?icos e
Chivita. El paso a las relaciones gque contengan a ﬁauv‘se realiza cambiando
2 Nauv POT Nguyr euuuB Por ~€yap -

29



" RECONOCIMIENTOS

Los autores agradecen al C. Dr. Alejandro Cabo’'y’ al Dr Hug@,"?éfez- por
su estimulacién en la formulacién de’ este trabajo.”"‘ BRI ST

BIBLIOGRAFfA_ ,

1. Belavin, A.A;} AM. pPolyakov; A.S. Schartz y .Yu. é. Tyupkin
Pseudoparticle solution of the Yang-Mills equations. Phys. Lett. “1975.
v. 59, N. I, p. 85-87. -

2.t 'Hooft, G. . |
Symmetry breaking throgh BelZ-Jaskw cmomalzes Phys. Rev. Lett. 1 976
v, 37, N. 1, p. 8-11.

3. Vainstein, A. I.; V.I. Sajarov; V.A. Novikov y M.A, Shifman
Instantonnaya asbuka Uspe,jt ftstcheskt,j nauk : 198_2. T.136, vip. 4,
‘553 591 (en ruso). g CoeEE e

4. Jasklw, R. - , e
Quantum meaning of elassical field theories. Rev. Mod. Phys: 1977; v. 49,
N. 3, p. 681-706. o S o

5. Ccallan, C.:; R. Dashen _ R
4 theory of Hadrowic structure. Phys, Rev. D. 1978, v. 17, p. 2717.

6. Mola, R. y V.M. Pyzh
Inmstantony v classicheskol tori uozmuahenu Problemi Yademm szkz Yoo

cosm_eheskw Zuehe;. 1986, T. 26, p 26-32 {en ruso)

7. Arai, Y. . . _
' New elliptic solutions of the Euelidian SU( 2) gauge theory Phys Rev.’ D,
v. 34, N. 6, p. 1884-1887.

8. Coleman, S. _ _
Non-Abelian planes waves. Phys. Lett. 1977, v. 70 B N.I., p. 59-60.

9. Makhankov, V.G.
F%yé Rep. Vol. 35, (1978), I.

- 10. Gonzalez,_J A. y J.A. Holyst < ; _ _
Solztary waves in one-dimensional damped systems. Phys. Rev. B. Vol. 35,
3, _19_8_7, p- 1165. ' '

30



