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Sobre una ecuacion para oscilaciones
pequenas en un fluido viscoso y compresible

~José Marin Antufia y Oscar Sotolongo Costa
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RESUMEN

Los autores obtienen una, ecuacidn diferencial en derivadas paréiales de
tercer orden no clésica para describir las oscilaciones pegqueiias de la
presifn y la densidad en un fluido viscoso y compresible, que se reduce a
la conocida ecuacifén de las ondas acflisticas en fluidos ideales para el caso
en que los parimetros de viscosidad tienden a cero. Analizan, ademds, las
relaciones de dispersién para dicha'ecﬁacién y obtienen una expresidn
general que se reduce, como caso particular de viscosidad peguefia, a un
resultado reportado por Landau y'oBténido de forma diferente. Para altas
frecuencias y viscosidades grandes se obtiene, como caso particular, un
resultado reportado por Brejovskij y Goncharov. ’

ABSTRACT

The authors obtain a partial differential equation of third order to
describe the small oscillations of pressure and density in a viscous and
compressible fluid, ‘which reduces to the well known equation of the acoustic
waves in ideal fluids when the parameters of viscosity become zero. They,
jmoreover,_analize the dispersion relations for this equation and obtain a
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general expre551on, which reduces, in the particular case of small v150051ty,
-~ to a result reported by Landau and obtained by other way. In the particular
case of high frecuency and high viscosity they obtain a result reported by
BrekhOVSklj and Goncharov.

INTRODUCCIGN

En los dltimos tiemp05jha'érécido el interés por el estudio de las pPro-—
piedades dindmicas y de los procesos fisicos en fluidos viscosos compresi-
bles. Este interés viene dado por las diversas aplicaciones de las
investigaciones a los procesos relacionados con el uso de combustibles [1]
y lubricantes [21, asi como la necesidad de estudios mis profundos de los
procesos reales en océanos y en.la atmésfera [31. Igualmente, son de
. interés las posibles aplicaciones en la medicina. Se ha realizado un
conjunto grande de trabajos te&ricos ¥ préacticos sobre los problemas del
movimiento y la excitacidn de ondas en flufidos ideales y viscosos [4-12] y
en la presente publicaci®n presentamos una ecuadidn diferencial de tercer
orden en derivadas parciales que pérmite describir las oscilaciones pequefias
en un fluido viscoso y compresible y hacemos algunas consideraciones al

respecto.

1. ECUACION FUNDAME’NTAL

Consideremos un fluldo viscoso y compre51b1e. Referiremos el anéllsls de
las oscilaciones pequefias en dlcho fluido a un sistema de coordenadas
cartesianas (xl,xz,x }. El sistema de ecuaciones hldronémlcas que describe
los movimientos del fluido esté compuesto por-

- La ecuac16n de Nav1er Stokes

v -P"‘.-*' 1 > -n 2 1 £ ﬂvv
= e— by £ 1
P +.(V0V)V.+ 5 .VP > _V v o+ _{ + 3)_( av) + (N

donde Vv = {v,,v,;ve} es la velocidad de las partfculas del fluido, p su
presibn, © su densidad, N el coeficiente de viscosidad newtoniana, £ la
segunda v1sc051dad ¥ £ las fuerzas externas por unldad de masa. Consideramos
un fluido tal- que ny & son constantes.

- La ecuac16n de continuidad

(2)

I
(=]
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_ Ve
Eval v{nv)

- La ecuacidn de estado

P = p(p,5) . | (3)
donde S denota 1a eht£6bié dé 1a particula de fluido.

Consideremos que la naturaleza de. los procesos que estudiamos es tal que
estos puedan considerarse 1soentr6p1cos, entonces, denotando por [13]

12



2 _ _sp ] 7. . (4)
© [-Bp- s .

cuyo sentido fisico es el cﬁadrado de la velocidad del sonido en el fluido
y que consideramos una funcién dada de p y P, la ecuacién (2) adopta la

forma

. |
-é%— di + pVev = 0 ' | (5)

Consideremos ahora que las perturba010nes en el fluido con respecto a una
posicién de equilibrio son pequefias. Ello SLgnlflca gue si, por ejemplo, v,
es la amplltud de la velocidad, w la frecuencia y k el nfimero de la onda:

tE 7
3t

o
o wy , (FoV)¥ o kvp

La relacidn de estas magnitudes es

- '
(VoYY kvﬁ v .
r g = — = - = ¢ _ : (6)
' 0w “Vs C£ L
ot ’

donde Cg €8 1é velocidad de fase. £ es un‘parémétro de 1inealidad Y. exigi-,'
remos que € << 1, lo que equivale a que la velocidad de las particulas

del fluido en la onda sea mucho menor que la velocidad de fase de la onda.
Bajo esta sup051016n podemos desprec1ar el término no lineal (voV)v en la
ecuacidén de Navier-Stokes y como resultado -no conSLderando la accidn de
fuerzas externas- el SLStema de ecuaciones. (1) y (5) que describe los movi-
mientos del fluido adopta la forma '

.;

v > Cn - PO .
- ; Vp = 2 vy +-%*(g+ g)V(Vov) (7)
> &> : -
12%5—+ovov=o (8)
C . .

Analicemos en este fluido perturbaciones peguefias de la p:esién y de la
densidad con respecto a una éqsicién de equilibrio; es decir, consideremos
gue '

p=p +p' .0 = DD_+”D"? - (9)

Entonces, tomando s8lo la parte. lineal de las expresiones para la densi~
dad y para la presidn dindmica (la cual escriblremos en lo adelante sin la
prima para simplificar las expre51ones) llegamos a

SRR g

: _ . g2 AR o |
okl Vp = po_v T o+ » (g+ )V(V v} (10}
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> 5 :
LI +pV°v=0‘ | - (11)
c2 ot o . ’

‘El 31stema de ecuaciones (10)-(11} €s nuestro sistema basico de ecuacio-~

" nes lineales _para describir 1as pequeﬁas 0501la01ones en el fluifdo viscoso:
y compresible. Sencillas operaciones mateméticas nos permlten llevar este
sistema a la siguierite ecuacién diferencial equivalente:

o o1 J ( op 2._' 2
e e P P =

donde hemos representado por -

1. 4n
oy (‘5_*' 3

al‘parémetro fundamental de la viscosidad.

M .=

) _ _ (13)

La ecuacidn (12) la denominamos ecuacidn fundamental para las pequefas
osc1lac1ones en un fluido viscoso y compresible y, segﬁn se aprecia, es una
ecuacién dlferen01a1 en derlvadas parciales de tercer orden no clésica que
se reduce a la conoc1da ecuacién de D'Alembert para las ondas acfisticas en
un fluido ideal en el caso en que el parémetro de viscosidad M=0. No. es
diffcil comprobar que la’ var1a016n de ‘la den51dad del fluido satlsface esta

misma ecuacmén.
2. RELACIONES DE DISPERSION
Propongamos en (12) ﬁnajsbluciﬁn'de la forma
_ o , -.+_;; . o
P =-Pael(k°x+wt)' I o (14)

con k {kl,kz,k }y x {xl,xz,x }

Colocando (14) en (12) se obtiene

c?k? + ink2 -w? =0 (15}

ecuacidn que expresa la ley de dispersiﬁﬁ de las ondas en el fluido
viscoso compr951b1e La soluC16n de (15} puede expresarse en la forma’
; M
-iarctg 22
TS e | -
k =% - e (16)

“
vYe* wwiM?

que se reduce a la COHOClaa expre516n de dlspersién de las ondas acﬁstlcas
en un fluido 1dea1 para M=0. Una forma equlvalente de (16} es- ' o

(17)
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La expresién (17) nos permite afirmar que tiene lugar el amortiguamiento
de la onda plana al propagarse en el fiuldo a consecuencia-de la viscosidad.
La parte imaginaria del ndmero de onda es la responsable de dicho amortigua-
miento y su expresibn '

'kz = — = /cc“+mzﬂz - c? (18)
V2 /ot awin?
ha sido aqui obtenida sin ningin tipo de restriccidn paré los valores del
parmetro de viscosidad M, En el caso en que M=+ 0, k, + 0y el amortigua~

miento desaparece. La expresifén (18) es la contribucién al amortiguamiento
debida exclusivamente a la viscosidad. Consideremos, adem&s, la contribucién

asociada a la conduccién del calor; para ello tengamos en cuenta que la
variacién de la energla mecénica del sistema debido a los gradientes de
temperatura creados por la onda es [141]:
-
E =¥ I (VT) 2av (19)
T | _
Este es el término que da cuenta de E  por razones de termoconduccidn;

o« es el coeficiente de conductividad térmica. La alteracidn de la tempera-
tura T' del medic en relacién con la temperatura inicial T es [141:

T = _gT 8v (20)
p
donde B = . CLA es el coeficiente de dilatacifn té&rmica.
v aT

P
Sencillos cilculos conducen a

S »’ gc?T 2,2
E, = ————;?—-— k:viv, (21)
. . ) p
donde V, es el volumen del flufdo. Colocando en (21) k? despejado de (15)
VC
y teniendo en cuenta gue [141 cp—cv = TR2gc?—— se llega, finalmente a:
_ p _
. XV Ve (1 1 w?
& | = : [ - ] (22)
m 2 C, c /r———————-
P e+ M2u?

donde v, es la media temporal de la velocidad de las particulas de fluido.

La expresién (22) representa la contribucidn a las pérdidas de energla
debido a la termoconduccisn y se reduce a la obtenida por Landau {141
cuando el flufdo no es viscoso (M=0). Producto de esta disipacién, la onda

" decrece en amplitud la cantidad e To¥ donde
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donde EDV = —Eﬂvo es la energia'media. La expresiénﬁﬁ' 1S rEfte HTH"

de Landau [14] si"M=0 ~Sumando {18) y (23) obtenemos el decremento logarit-
micdo total debldo:%antglé“ia“V1scoslaa COMG A 1aqconducc16n de czlor.

)M W ﬁﬂ < - -

La expresidn final es:

- ., N

cofedalesy ol euon) c0innlydesy §51oqiﬁ u%{:J S22 Yooe ofiba np
_ w _H W 1 . . o

: 1 Jup—ﬂﬂ:0gkﬂ+i% nh M eniaonaiv ehl ovtord24)

c /5" :

o —ane f — 2
. b 2 2 . - . 5 P fr‘;r‘ PR N
: Jele MTwt. poe WD oge [ETY nbiasvygus

DJLML Ll
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2 sYsYy 130i80 fab ad,

YR ED rdnodom

e Py B

- - St wsdeie febh wnlaBoon o SCLERAT
y = w? J £+ 4n ) +3¢ 1 -fet] ?FIﬁbao &L o Bobss T AL R SREY
- k) 3 C c
2pc L ' v

La expresién (25) coincide exa&%&ﬁéﬂﬁegcéﬁtl%ﬂreportada por Landau [14]
obtenida por otros medios para el amortiguamiento en el caso de fluidos de.
viscosidad pequefia, ~cuestitn -Estd Gde rios ayvda* & Teonf Pl [Pa APaPiddz del

ey
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Supongamos que el fluido que 1nvestﬂbamos es incompresible; entonces

desde el principio de nuestras deducciones debemos suponer V v Q0 y M=v= 5
a

Para este caso la expre516n (24) adopta la forma ' ‘:J

{ . . T T, . ':“.“. et e
Y= w W f L 1 ] . ‘VGE#;vsz_cz B B R R A

. (26)
ety vi? ' z?énL CV’  &“39 vz

Considerando la conductividad térmlca baga (7@ 0y v v1scosidad Ccinemé-
o1i f k)
tlca grande y frecuenc1a alta’ de ia onda sonora (w? vi >> ¢ 3 de (26) se -
l]ega a la expre516n E .
=N : . Bt T . L - _ . N . R
4 w ‘

I

A

(27)

La f&rmula (27) fue obtenlda por BrEjOVSkij y‘Goncharov [13] al estudiar

el'amortlguamlento de una onda excitada por una placa vibrando ‘en su plano
en un medio viscoso. '

v,

' ‘Con un dlspOSlthO experimental puede medlrse el amortlguamlento de una
onda songpra de frecuencia w, con001da._Para amplltudes pequefias. Y. frecuenCLas
altas la aprqxlmaclén es buena<y la. v1sc051dad c1nem&t1ca, de (27},_es

1:§ ;iv/_ I ': ?”iTH; ;.apzs)




La férmula (24) permite -a diferencia de (26) y (28)- conocer el amorti-
guamiento de la onda para cualquier rango de valores de la viscosidad y de

la frecuencia, lo que podria ser de gran utilidad en la industria.

4. CONCLUSION

La f&érmula {24) resulta de‘gran importancia, ya que sirve para calcular
cualqguier valor de la viscosidad y contiene en el limite como casos particu-
lares a las f6rmulas conocidas (25) y (27). Es innecesario -por lo evidente-
recalcar la importancia gue &sto tiene para la realizacidn de experimentos.

La figura 1 representa la dependencia de y como funcién de n para w,
cy p fijos (.~ ~ 0) de los resultados arriba expresados. La curva (1)
representa la dependencia segln (25} (Landau); la curva (2) representa dicha
dependencia de acuerdo con {27). (Brejovskij y Gonchgrov) y la curva (3)
de la graifica de la expresibn (24) obtenida en el presente trabajo. Como
puede apreciarse, la fdrmula propuesta no presenta divergencias y, ademis,
conduce a otras. férmulas aproximadas como casos particulares; ello la hace

muy atractiva filsicamente.

Lo expuesto en el presente trabajo, de acuerdo con\nuestro conocimiento,
constituye un primer intento de estudiar una descripcifn general de los
prdcesos de pequefias oscilaciones en fluidos viscosos sin considerar limi=-
tacién alguna en los parimetros de viscosidad, por lo que resulta de gran
interés para la investigacidn tedrica de dichos procesos tanto desde el
punto de vista matemdtico, como desde el punto de vista fisico.

¥4 | | ()

(2}

| FiG. | ' 7

(1) Londay, (2) Brajovskij - Goncharovy, (8) .NUOUI releoién
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