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RESUMEN

Los autorés contindan el desarrollo de la investigacidn tebrica de los
procesos osc¢ilatorios en fluidos viscosos compresibles comenzados en
un trabajo ahterior y demuyestran la existencia de frecuencias limites

de las oscilaciones, de ondas esgféricas y cilindricas y de cndés gravi-
tacionales en el medio. Los resultados obtenidos generalizan la teoria
existente de ondas en medios viscosos y la contemplan como un caso
particular.

ABSTRACT

The authors continue the development of theoretical research of the processes
of oscilation in viscose comprehesible fluids, wich began in a first
paper and prove the existence of limit frequence for the oscilations,
of spherical and cylindrical waves and of gravitational waves in the
fluid. The obtained results generalize the existent theory of waves

in viscose fluids and obtain it like a particular case.

INTRODUCCION

En [1] fue obtenida la ecuacidn
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que describe las pequefias oscilaciones de la presién dinémica”y de la
concentracidn en un fluido viscoso compresible. Aqui M=— [E%ﬁ} es el
par@metro de viscosidad, donde n es la viscosidad newton;ana Yy £ la
segunda viscosidad; p es la densidad del fluido Yy ¢ la velocidad del
sonido en el medio. En el citado trabajo estudiamos las relaciones

de dispersién y logramos establecer la existencia de amortigquamiento

de las ondas en el medio debido a la existencia de la viscosidad. Por
iltimo, logramos establecer una dependencia funcional general entre

el amortiguamiento de las ondas y la viscosidad que contiene, como'casos
particulares,la férmulas obtenidas por otras vias por otros autores para
viscosidades pequefias [2] y para viscosidades grandes [3], asi como una
dependencia geﬁeral entre el amortiguamiento y la frecuencia de las
oscilaciones que reproduce con buena coincidencia los resultados expe-
rimentales.

En el presente trabajo reportamos la continuacién de cilculos rela-
cionadds con la investigaci®n tebrica de los procesos oscilatorios
en fluidos viscosos compresibles, la existencia de frecuencias Iimites
para las oscilaciones, de ondas esféricas y cilindricas y de ondas
gravitacionales en el medio. Los resultados obtenidos generaligan la
teoria existente de ondasg en medios viscosos Yy la contemplan como un
caso particular.

1. Precuencias limites

Mediante el procedimiento est&ndar de separacibn de variébles en la
ecuacibn (1); es decir, proponiendo una solucién del cipo u(x,t)=
vix)T(t) (x={x,,x,,x;}), se obtienen para las funciones T(t) v vix),
respectivamente, las ecuaciones

T''+ AMT'+ ac?T = 0, v3v + Av =0 (2)

La solucifn general para T(t) tiene la forma:

—-—-—-1 4
| - ME L T e - 2L e D et
T(t) = Ae + Al (3)

de donde se concluye que, para la existencia de procesos oscxlatorlos
en el medio viscoso debe cumplirse que

A < [2312] _ (4)

Esto significa una acotacibn para los autovalores que surjan del
problema de Sturm-Liouville; es decir, que existen frecuencias 1imites
2c
para las oscilaciones en nuestro medio. Valores superiores a Allm T

dan procesos sobreamortiguados, no oscilatorios.
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< 2. Ondas esféricae

pDenotemos Azk?. Entonces la parte temporal {3) de la solucién adopta

la -forma
S _ kimt _ _
T(t) = e- ? (A ,cos kat + A,sen kat) : (5)
donde | u=—/4c - kM2 | (6)

Considerando la’ parte espacial dependlente s6lo de r en R®, la ecua-
cifn de Helmholtz en {(2) adopta la forma -

1 a [ 2 av) ; 2y - -
r? dr [r dr] + kiv= 0 (7)

cuya solucifn, como se conoce, es

vix) = f%'(clsen kr + Czcos‘kr) {8)

"Por consiguiente, la solucibn de (1)} en este caso puede expresarse

T como .

_ kMt
]
ulx,t) = —= 753 Dvcos(kr*kut)-+
_kPMt -
+ £ T [A sen kr cés kut + B cog kr sen kat] (9)

donde hemos redefinido las constantes lndependlentes que, como estamos

en presencia de una ecuac16n de tercer orden, son s8lo tres. El primer
sumando a la derecha de (9) tiene la forma explicita de una onda esférica
divergente. El segundo sumando a la derecha de (9) puede ser transfor-
mado en una onda esférica convergente.

3. Ondas cilindricas

8i consideramos simetria c¢ilindrica en la ecuacibén (2), para la parte
gspacial no es dificil obtener la solucidn en la forma :

kZMt
2

—

alx,t) = uge elk*t 5 (xR) (10)

que, para distancias grandes es

2
' e[ ]-{—-FE + :.ka]t cos (kR ~ w/4)

ulx,t) = u,/ 2 (11)
. S s | R
de donde se ve que la amplitud disminuye como 1/YR . = - ¢ )
N
w7 X rd
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La onda cilindrica se interpreta como una onda en R® con Simetria
axial, por lo que puede ser obtenida por el mé&todo del descenso de
Hadamard, integrando la soluci®n de la onda esférica. Si hacemos en la
onda divergente de (9) r?=R®’+z’ e integramos respecto a z, queda:

- kImt
p
ulx,t) = u,— Sy J £os kir"“t) dz =
-kt ’
2 k(r-at)
= v GOS8 RAL-8t) g (12)
Yr? - R?
0
Si E=r-at:
_ KMt
2 -8t
u(x,t) = u,—2 J cos ki dg - (13)
X (£ + at) - RZ ™
k-at

lo que evidencia que estamos en presencia de una onda gque decrece mis
répidamente que en el caso no viscoso.

4. Ondas gravitacionales

Hagamos un estudio de las ondas gravitacionales descritas por la
ecuacibn (1) de manera similar a como esto se efectfia en la literatura
conocida [2].

Aqui y en lo adelante representaremos X=X, X,=y, X,#z y 0z lo toma-
remos dirigido en la direccifn de la gravedad.

En la ecuacidn (1) consideramos que u ‘es la presidn din&mica en el
fluido. Entonces, teniendo en cuenta la relacifn entre la presién y la

condensacibn s:

p = ¢%ps (14)
Y que 3=-3¢ ¥ ?.§=—-%§ '
concluimos que

%E = c?pvip (15)

La condicidn de frontera impuesta por Landau [2] en la superficie
del fluido para oscilaciones pegquefias es aplicable, en medida aproximada,
a nuestro caso y como primera aproximacifn la utilizaremos. Esta es:

)

Aqui g es la aceleracidn de la gravedad. Teniendo en cuenta (15),

.[-a_o;+ 1

52 T g = 0 {16)

z=0

arjar
?Lf

para la presibn din&mica obtenemos la condicifn de frontera correspon-
diente, de manera qife nuestro problema a resolver es:
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(17)

38lo intentamos describir el proceso fisico a lo largo del eje Oz,
por eso consideraremos soluciones simétricas respecto a y:

u{x,y.z,t)su(x,z,t).

Separando variables: ulx,z,t)=vix,z)T{t), obtenemos:

viv + aw =0

v 1 ]
TEL 4 =yT'! =0 (18)
[ 3z g 2=0 ,
fﬁ donde
r(t) = e*%, con a = %# - % /A2M? - 4ac? (19)

Tomemos v(x,z)=esz(x), kéifn, z<0. Colocando en (18) y resolviendo
qgueda:
£{x) = et’? kx : (20)

vix,z) = ek<z+i/?— x> (21)

Apliquemos la condicién de frontera. Teniendo en cuenta la forma

‘de las soluciones, se obtiene

i
o

k +

QAH

2
de donde _ k = - -“g— (22)

La ecuacibn (22) es la ley de dispersibn en este caso. Si M=0 (no hay
viscosidad y el fluido es ideal), se obtiene a?= -w? y {(22) da:

o= 9 (23)

que es el mismo resultado reportado en [2].

asi pues, la presién din&mica en las ondas gravitacionales gque viajan
de izquierda a derecha por x y de arriba hacia abajo por zZ es:

w=A ekz + iv?2 kx + at (24)

Es posible obtener la velocidad de la onda a partir de la relacibn

de dispersifn. De (22):

kS = 10 = -id + 1 /anc?- a2 (25)
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Sea

w = Ydrc? - A2M2 (26)

Entonces, colocando (26) en (25) y derivando con respecto a k,
obtenemos:

/g = %’§¥ - i%Zk (27)

LS ]

Para M——0 (no hay viscosidad) obtenemos de (27) que la velocidad

de las ondas gravitacionales es

daw gA
*x = 3 _ (28)

La velocidad de las ondas gravitacionales aumenta con la longitud

de onda A, resultado que coincide cen el obtenido en [2].

5. Amortiguamiento de lae ondas gravitacionales

El factor de amortiguamiento de la amplitud es e—Yt, con:
=AM 1 oy 2.2 '
Y*Tfi AM - 4)%c .(29)
S8i A2M%>4)2%c?, entonces
Yy - AM (30)

Sea A = k;+k;, A = 2k%. Si suponemos que la energfa de la onda se
comparte en ambas direcciones, usando (23) obtenemos:

i |
y =21 (31)

8i el fluido es incompresible. M=v (viscosidad cinem&tica) y obte-
nemos:

2wty
gz

¥ = (32)

que, de nuevo y como caso particular, coincide con los resultados dados

en [2].

CONCLUSION

Los resultados publicados en {1) y en el présente articulo nos
permiten afirmar que hemos construido una teoria de ondas en medios
viscosos compres;bles gque contiene, como caso partlcular, la teoria ya
existente de ondas en medios viscosos incompresibles ¥ en medios ideales
En futurcs trabajos se contlpuar& el desarrcllo de la base fisico-mate-
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mitica para poder acometer diferentes problemas relacionados con la
excitacién y propagacifén de ondas en estos medios:
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