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RESUMEN

kn este articulo se continfGan las investigaciones referidas a los procesos
oscilatorios en liguidos givatorios y compresibles. Se estudian las
relaciones de dispersidn de las ondas planas en el ligquide y se analiza el
problema de autovalores que surge como consecuencia de la propagacidn de
una onda plana de amplitud variable a lo largo de una guia de ondas planas
de parvedes rigidas sumergida en el liquido. Se ofrecen los resultados en

forma analitica y se hace un andlisis breve de los mismos.

ABSTRACT

In this paper the research of oscilations in a giratory compressible
liquid is continued. We study dispersion relations of plane waves in the
liquid and we analize the eigenvalue problem, wich appears like a '
consecuence of the propagation of a plane wave with variable amplitude in
7 plane wave guide of rigid wall in the liquid. We give the analitic form
¥ the results and analize brevly. |
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INTRODUCCI AN

En el estudio de los modelos asociados a la propagacidn de ondas en
l1iguidos giratorios y ébmpresibles que venimos ‘efectuando én varios
trabéjos)[l, 2, 31 tiene indﬁdéble“impbrténcia'la investigacién de las
relaciones de dispersibn en tal liquido y el problema de autovalores que
se produce como resultado del anilisis de la pfopéééciéh de ondas planas
de amplitud variable en una gufa de ondas planas de paredes rigidas
sumergida en el liquido mencionado. Los resultados Qué a continuacidén se

exponen han sido'obtenidos como consecuencia de @itha investigacibn.

1. RELACIONES DE DISPERSION

Anallcemos un llquldo glratorlo Y compre51ble que glra con Veloc1dad
angular u/2 alrededor de un eje vertical. Referlremos los movimientos
bidimensionales del liquido al sistema de coordehadas cartegianas (i,

17 X3)

con eje Ox, en la direccidn del vector_g. En*ésfeﬂééﬁcft1]}laéecuaciéﬁ

3
que describe las oscilaciones pequefias (la velo¢idédf§ei_spnido es
considerada igual a uno) es: ST

2 N o
Liul = -32-; 9 2 - vg u~+ﬁa?'u - a2 { 1
at at ' '

donde u(x 3, t) tlene el sentldo f151co de 1a pre516n dlnémlca del

liguido o de las componentes del vector de ve1001dades de las particulas
del ligquido y ' :

'ax

W

- Supongamos que en el liquido se mueve una'qndg;ﬁeliﬁipg

wixg kg B = gy ety T )

donde k1'es:el niimero de onda en la dlrecc16n Ox y Y es 1a frecuenc1a de

1
la onda. La condicidn Y > a es 1ndlspensable para garantlzar la propaga-
cién de la onda en la direccidn Ox [2]1. En otras palabras, supongamos gue

en el liquido. a lo largo del. eJe Ox -1-3 mueve'dna,bndq plana arménica con
amplitud ug (x )" que depende ‘de- la coordenada x3@-£a-ECUacidn'(1) nos
permite hallar para la amﬁlltUd'uolxi)fla expresibn:

(Y2 - uziuo + Y2'(Y2 - q2‘~ kf)uo = 0, o - 03
cuyas solugiones linealmente independientes soni
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k2 . k2
tyxy /1 = —T iy /1 - =
? ¥y —-Q, : Y -a

) = e , u, (x,) = e ' ( 4
1 | N Yo, ¥3 , - .

Un anilisis nos permite afirmar que en el caso en que
2 ' y 2T
Y& - a

- v2 - a” < k1 <

la expresidn (4) de las amplitudes de la onda (2) son magnitudes acotadas

{ 5)

vscilantes. Este es el caso de mayor interés fisico; el caso

|K1| > v/ Y2 - o’ da amplitudes exponenciales reales, y aunque matemiti-
camente son posibles ﬁo tienen interés desde el punto de vista fisico por
no dar ondas que se progaguen y no lo .consideraremos en lo adelante.

Por congiguiente tendremos

' y oL oEikox -' e ‘
po(x3) = e ’3 3 _ S ( 6}
donde
ky =Y/ 1 - —5—5 - ( 7)
o Y -a
es el nfimero de onda en la'direééién_0k3. De {7) es f&cil obtenér .
¥2(Y2 - azl—vzkz + q2k2 cos® 0 = 0 : T 8)

donde k2 = kf + kg y 8 es el &ngulo gque forma el vector de onda k con el

eje Ox; de rotacién liquido.

La relacidn de dispérsién (8) fue obtenida y'analizada:en {31. Aquf nos
dedicaremos al estudio de las caragteriéticas de la funci6n de amplitud

uo(x3) cuando la onda (2) se propaga no en todo el espacio Rz; sino en
una franja dentro dél-liquidd analizado. -
2. PROBLEMA DE AUTOVALORES

Supongamos gue en 1iquido descrito-en:el punto anterior se encuentran
sumergidas dos placas rigidas infinitas, perpendiculares ambas al eje 0x5,
. 3 = 0,.x3 = 1.
Estas placas conforman una guia de ondas bidimensionales en nuestro

a la distancia 1 entre siuy.descritqs-por las ecuaciones x

- ligquido.

Investigaremos la propagacifn de ondas del tipo (2) en dicha gufa. En
otras palabras, considerando que u tiene el sentido fisico de la componente
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%
en el.eje.0x3'de1svector;de;velocidades de. las pa;tICulas del liquido, el

' problema se reduce a hallar las solucicnes de

bajo la condicidn de que se cumple (5). En este caso las autofunciones
del problema (9) son

2

. k1 S

ua. (%) = sen | Y_X 1 = ———— {10)
0n 3 \ n 3V Yi_az

donde los autovalores son todos reales y vienen dados por la expresiodn:

. N
con.h =2 1, 25 3, oo Nétese que para el liquldo en reposo (a = 0} la
férmula {(11) da los autovalores conocidos del problema de frontera de la
onda arménica (2) entre. dos placas. rigidas. Igualmente, en el limite para

'k1 ~ 0 (onda estacionaria) se obtiene que v, = (2}) para toda o. Por otra
parte, a medlda que 1 crece el eSpectro de autovalores se va conv1rt1endo

en continuo ¥ en e1 lImite para 1 + « se obtiene 72 = a2 + '2.

La condicién (5) teniendo en.cuenta {11) nos permlte afirmar que debe
cumplirse que ' ;

(12)

2 ,
[ ni ] k2 > 0 o Ny | (13}



\
qué.siémpré'sé‘éumplé*paraEn*b-O;fpcfiCOnsiguieﬁte, én -la-guia-de ondas
analizadas se propagan todos los armdnicos..

A partir de la solucidén obtenida y teniendo en cuenta la relacidn ‘entre
la presién dindmica y las componentes del vector de veloc1dades de las
particulas del lfiquido [1, 2, 31, para estas magnltudes en la guia de

onda se obtienen las siguientes expresiones:

. 1(k1x1—y t)
ie

p = . COS + P  (14)
2_.2
Yn *
Y | k2T Llkgxg-y )
v __ 1 n 2 - LE e 171 cos
X, ik 2 2 ] d
1 1 Y. =~ :
{(15)
2
o 1. k3 Ak, x =y E)
v = o 12 - S e 1 17 cos
b 2 2 i
2 Y. -
: n _
i(k1x1—v t)
v = e . sen “{17)
X3 en

donde tiene el sentido fisico del valor no erturbado de la presién en

el liquido.-

3. ONDAS ESTABILIZADAS -

Por ﬁltimo, hagamos notar gue las'amplitudes de la componente X, del

vector de veloc1dades de las particulas del 11QULdO satlsfacen la

ecuacibn de las ondas establllz&das. o

YVX' % + (Yz - a ) Vx X + Yz (Yz - az) v =0 (18'
1™ : 373

que se obtiene de (1) mediante la operacidn

lim e”2YF ¢ [ethv-] - S

£-00
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L]
qué. siempre sé*éumple*paraln >- 0. Por consiguiente, en la gufa“de ondas
analizadas se propagan todos los arménmcos..,

A partir de la solucidén obtenida y teniendo en cuenta la relac16n entre
la presidn dinamica y las componentes del vector de veloc1dades de las
particulas del liguido [1, 2, 3], para estas magnltudes en la guia de
onda se obtienen las siguientes expre51ones-

1{k1x -y t}
ie ! ’ B
P = cos + Py 7 (14)

_ 2_.2
Yn a

ik, x =Y, t)

v = e ™ cos
X . .
1
1(k1x1-¥ tl .
v = cos | Y. X
‘R n 3
2
ifk,x, -7 t}
v = e 1 1 n " gen {17
Xy

dohde Po tiene el sehtiﬁb'fisico del Valbr no perturbado de la presidn .en

el liquido..

3. ONDAS ESTABILIZADAS -

Por ﬁltimo, hagamos notar que las amplitudes de la componente X3 del

vector de ve10c1dades de las particulas del liqu;do satlsfacen la
eCuac16n ‘de las ondas estabilizadas.

YV, + (72 - 0-2) ¥, L+ Y2 (#2 - 0.?.:-) v =0 (18)
X1% X3%3

gque se obtiene de (1) medianté la operacién
oo .
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La ecuacidén (18) para el caso Y > 4 gue nos ocupa en las dos primeras
secciones del presente artfculo, es una ecuacién de tipo eliptico cuyas
soluciones son ondas que se propagan en todas las direcciones del espacio

2 ' . .
R“, lo que estd en plena concordancia con la teorfa conocida de las

ecuaciones elipticas de Helmholtz. Sin embargo, para el caso y < a, la
ecuacibn (18) es una ecuacibn hiperb&lica (del tipo de Klein-Gordon),
cuyo estudio sistem&tico ha sido comenzado recientemente [6 - 9]. Las
caracteristicas de la ecuacidn (18) son las rectas.

e Vo -y

X3

X, =0 . (19)

las cuales definen el cono caracteristico

I x (20)

[ .|

,
dentro del cual las ondas se propagan, en tanto gue fuera de dicho cono
tienen el caricter de ondas estacionarias que se amortiguan para

. b
s X2 —> .
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