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LA EXPANSION LIBRE .DE UNA DISTRIBUCION ESFERICA .
DE PARTICULAS COMO UN PROBLEMA DE DOS CUERPOS

M.A.H. Garcia Dfaz, Departamento de Fisica, I.S.P.E.T.P.
RESUMEN

Se estudia la expansibn libre de una distribucidn esférica de particulas
que, segln el caso, interactdan gravitadional o eléctricamente. El proce-
dimiento empleado, consistente en dividir virtualmente al sistema en dos
hemisferios, simplifica el planteamiento a un problema de dos cuerpos.
Esto pérmite describir analiticamente el movimiento expansivo y, a su vez,
contribuye a establecer como una ley de la inversa del cuadrado de la
distancia, las fuerzas atractivas o repulsivas que los hemisferios
ejercen entre si. ‘ . o '

ABSTRACT

Free expansion in a spherical distribution of particles is studied.
Gravitational or electrical field in the system is considered. The applied
procedure simplifies the question to a two-body problem, since the system
is virtually divided in two'hemiSPheres.-This allows the analytical
description of the expansive motion and, in turn; it c¢ontributes to found,
as an inverSe-squaré'iaw, the-attractive'of repulsive forces exerted
between the hemispheres.
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INTRODUCCTION

Lés=investigaciones.realizadas en torno al problema del movimiento de N
cuerpos -gue se atraen o se repelen . segln la'ley,de la inversa del cuadrédo
de la distancia- se clasifican /1/ en dos grandes grupos. Uno, que ha
tratado de resolver el problema analitiéo y otro, que a falta de una
solucidén analitica satisfactoria se contenta con obtener resultadoes
numdricos aceptables. Es incalculable el nimero de modalidades en que puede
aparecer el famoso problema. Una de ellas lo constituye el movimiento de
expansidn de un sistema de particulas ~idénticas por sus pr0pledades
fisicas- que presenta simetria esférica, o sea, una esfera de gas, de cuyo
estudio por primera vez se ocupd Emden /2/. Si este gas es ideal se admite
que el campo macroscéplco asociado a las cargas de las partlculas no afecta
sus propiedades /3/. Cuando dicho campo de fuerzas puede despreciarse el
problema se 51mp11flca notorlamente, y su solucidn /4/ se halla mediante
la divisidn virtual del sistema en dos subsistemas, en forma de hemisferios.
La idea de este procedimiento no es. nueva, aungue su explotacidn ha sido
insuficiente. En su forma méds elemental Newton lo emplea en su Principia
Mathematica /5/ para apoyar la validez de ia dGltima de las tres célebres
leyes de su mecdnica, pero su verdadero origen se remonta a los. tlempos en
que Arguimedes estudiaba el centro de gravedad de los cuerpos rlgldOS /6/,
y su complejidad se dcrecienta cuando se pretenden formular las fuerzas de
interaccién de los subsistemas. Asi, al'cdnsiderar 1a fuerza de atraccidn
(si el campo macroscdpico es de cardcter gravitacional) o de repuisién-

(si es de cardcter eléctrico) entre los subsistemas de uha distribucidn
esférica de particulas, surge un gran inconveniente: se desconoce el
éSpecto cuantitativo de las respectivas leyes de interaccién, es decir,
nada se sabe de las expresiones analiticas que les corresponden. De hecho
hay que olvidarse en deducirla directamente, porgue, cOMO algunos expresan
/7/, la tarea de calcular la fuerza gravitacional entre masas extendidas
(vdlido para las cargas eléctricas) es matemdticamente tan complicada que
s6lo en muy contados casos se logra el resultado final; pese a gue Gltima-
mente, aplicando el concepto'de masa negativa /8/, se ha incrementadc su
nimero. No obstante, como se comprenderd, esta via es, por su propia
indole, .incapaz de dar la respuesta que se requiere. Ante esta situacibn
hay gque optar por la siguiente alternativa; asumir, por razones de
simetria y dimensionalidad, que las fuerzas atractivas -o repulsivas,
segln el caso-~ entre los hemisferios se rige por una expresién formalmente
andloga a la de la Ley de la Gravitacidn Universal de Newton. Luego esta
hipétesis se pone a prueba haciendo que, er vez de objetivo, el problema
fundamental de la mecinica se convierta en mnedio de precisar la expresidn
supuesta. Sin embargo, este papel poco usual que desempefia el problema
fundamental de la mecdnica no es 6bice para gue, a rengldén seguido, se

arribe a la ecuacidn del movimiento de expansidn del sistema. Para ello,
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como en /4/, se admitiri que 1la distribucidn espacial de las particulas, en
cualquier instante, es uniforme; con lo cual no sélo se gaha en sencillez,
sino que, ademis, se garantiza la estabiliddad de las formas matemdticas de

las leyes de interaccién durante la .expansidn.

CASO GRAVITACIONAL
L. Método Energético.

Imaginemos una distribucién esférica de particulas, de radio R, como un
gas ideal moncatdmico no degenerado 'y con51deremos la presencia del campo
gravitacional asociado a la masa M del mismo; cuya energia interna, a fin
de asegurar su expansidn libre lllmltada, convendremos que no es negativa,
mientras su densidad de masa es uniforme. Seleccionemos el sistema
inercial de referenCLa (s. I R ) con su origen, 0, en el centro de masa
{C.M.) de la esfera gaseosa (ver Figura). Supongamos'que a partir del

estado inicial (R = RO) el sistema se expande, manteniéndose uniforme su

densidad de masa. La energila interna del sistema viene dada por
=2, 2, o ,
E = MVé / 2 - 36M° / 5R, { 1)

donde V Vé es la ‘velocidad cuadratlca media cuando R = Ry»

constante de gravitacidn universal. Fijemos la atencidn en -los subsistemas,

y G la

de forma hemisférica, en que el plano Y4 divide al gas. Sobre cada N
subsistema actuari, como. consecuencia de la transferencia de momento lJneal
entre los mismos /4/, la fuerza de intercambio

o= V% /4R | ( 2)

donde V ?2 es la velocidad cuadrdtica media del movimiento caStico de las
particulas cuando el radic de la distribucidn es R. Ademds, actuard 1la
fuerza atractiva F' que la masa, M/2, del subsistema contiguo ejerce sobre
la masa, M/2, del subsistema objeto de estudio; y, como el eje X coincide
con las directrices de F y F', en todo momento, prescindiremog de la
notaciéﬁ vectorial. 8i S es la distancia entre los C:M. de los subsistemas,
asumiremos que los dos hemisferios se atraen como si sus masas estuvieran
concentradas en sus respectivos centros de masa. En términos matemiticos

F' =H[—M—] . [—E—]/ g?

: 2y U2 _
siendo H el coeficiente de proporcionalidad, con las mismas dimensiones que
G, pero cuyo valor no es désconocido, Por conveniencia estableceremos la
siguiente relacidn: H = KG, donde K es una épnstanté a determinar. De esta

F' o= K [G[_rg_] _- [_1,21_]-,-52] o

manera

[ V]
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de modo gue la energia potencial gravitacional de los subsistemas, U ,

v el B e

en tanto la energfa potencial, U, asociada a las fuerzas de intercambio,

cbviamente, es

{ 4)

como ya se demostrd /4/, viene dada por

U = (15/128) M . (rg/RIS/S ( 5)

Ahora bilen, como la energia total de interaccidén de los subsistemas es,
indefectiblemente, una fraccidn de la energla interna, la ley de conser-

vacién de la energia mecdnica permite escribir
U+U'_+MU2/2=0¢E' _ L 6)

donde, por lo dicho, « representa a un factor numdrico positivo e inferior

a la unidad; en tanto u = 3VR/8.(7) dencta el valor de la velocidad de los
C.M. de ambos subsistemas, mient;és Vk es la velocidad de la superficie -
exterior del sistema. Ya que S = 3R/4 (8) y para R = R, se tiene que u = 0,

de (6), y teniendo en cuenta (4) y (5), resulta

2

(15/128) MVO_— KGM2/3R0- = aE

Sustituyendo, con el éuxilio de (1), queda

' 1
-—-1-§-—-—aE+ 2 —J-{—!.GM =0
64 64 3 J R

Haciendo E = 0 se tiene K = 27/64 (9), v como la expresidn anterinr es
vilida cuando E > 0, se tiene o = 15/64 (10}). Asi, si volvemos a (6) v
sustituimos con arregle a (4}, (5), (7, (8), (9) y {10), resulta

v o= [ BTN, 2 STV L T R el v i —l—al (11)
R 3 0 0
) R
1 - L R J
de modo que
Ly 3 _
‘ . 5 = 2GM .
v = LimV_, = |[— V, -~ —/— . {12}
Rmax R+m R. 3 0 RO g o .

L
y como la energia cinética de expansién /4/ viene dada por

E'- 3Mv2 / 16 | | (13)
su valor miximo, de acuerdo con (12) y (1), es Eﬁax = E {14)

223



II. fEgtade Estacionario.
Considerando que la energia potencial total de interaccidn de los sub-

sistemas viene dada por Epi = U + U' {15), desde el punto de vista

energético, el sistema se encuentra en estado estacionario cuando E ; sea
. L
un minimg. Luego, derivando en (15) con respecto a S y teniendo en cuenta

(2), (3), (4), (5) y {8) resulta que F = F'. Ahora, segin (2}, (3), 8y y
(9), tenemos Eco/Epo = -5/8 (16), donde Eco = MVO/Z Yy Epo = 3GM/5R0. De

(1) se sigue que E = -9GM/40RU.(17)

CASO ELECTRICO

Consideremos una distribucién esférica de particulas que tienen la
misma carga eléctrica y la misma masa -despreciable por su accibn

gravitacional- de modo gque, si inicialmente las particulas estdn en reposo,
la energia interna del sistema es E = 3kQ2 / SRO (18), donde k es el

coeficiente de proporcionalidad de la ley de Coulomb, ¢ es la carga del
- 4.

sistema y R, su radio inicial. Si en cierto instante las particulas

electrizadas se liberan, dada la-simetria del sistema, se moveran

radialmente, produciéndose la expansidn. Sea esta libre y VR —-cuyo valor

depende de E- relativamente pequefia, a fin de despreciar los efectos
relativistas. Empleando el procedimiento de los subsgistemas y admitiendo
gue la densidad de carga y, por consiguiente, la densidad de masa se
mantiene uniforme, la fuerza repulsiva entre los subsistemas puede ser
escrita de la manera siguiente
2

F, = Ck (Q/2) (Q/2) /8 (19)

donde C es una constante adimensional., Desde el S.I.R., cuyo origen

nuevamente coincide con el C.M. del sistema, tenemos Fe = (M/2) du/dt,
Integrando, después de sustituir segﬁnw(19), (7 vy (8),'podemos escribir

2 A2
VR max = 123 ¢ko / 27 MRy

y sustituyendo en {13} queda

g - 64 CkQ® / 45 R

max 0 (20)

por otra parte, como la relacidn carga-masa es la misma para todas las
particulas, dada la simetria del sistema, durante la expansién é&ste no

radia /9/; por lo cual Eéax = E, Sustitu?endo en la igualdad anterior, con

arreglo a (18) y (20), resulta C = 27/64.

DISCUSION
Si el campo gravitacional del gistema de pértibulas neutras es
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despreCLable, entonces, COmMoO ¢aso partlcular /4, la ecua016n v, se

reduce al primer termlno, entre llaves, del mlembro derecho de t11) En

52
0

del mlembro derecho de (11) aunque para que tenga senfldo fisico debe
cumplirse que R < Ro' Esto significa que la dlstrlbuc1on esférica de

cambio, si Vv, = 0, V viene dada por el seguudo termlno, entre llaves,

particulas, inicialmente esti&ticas, se contrae, transformando-prog;esiva—
‘mente la energia potencial gravitacional en energla cinética. Prﬁgba,de

ello es que, con el auxilio de (13) y la férmula de la energia potencial
gravitacional de la esfera de densidad de masa uniforme, la ley de conser-

vacién de la energia mecénica conduce también, en este caso, a la

ecuacidén de V Adviértase que el resultado expresado analiticamente en

R
(14) es, en rigor, consecuente con dicha ley, vy (10) implica que la .
energia total de interaccidn de los subsistemas es, aproximadamentel igual

a la cuarta parte de la energia interna del sistema; cuya cota inferior, a
partir de la cual se expande, la da (17). Obviamente, (17) proporcicna la
energia interna del sistema en el estado estacionario, para el cual es .
valida la relacidn (16)._Esta,.a diferencia dei resultado que proporciona

el teorema del virial -el cual ha desempefiado un destacado papel en la
astrofisica /10/ por haber sido la Gnica forma aproximada de relacionar la
energia del movimiento térmico v la energia potencial grav1tac1onal del
sistema~ se establece a través de una derivacidn que descansa exclu51vamente

en las leyes de la mec&nica clésica.

Por otra parte, el método dinamico resulta ineficaz'para deducir {11),
lo cual muestra la conveniencia en definir (4) y (5) para abordar, mediante
el método energético, la descripcidn matematica del meimiento delos C.M.
de los subsistemas. El hecho de que k#1 implica que H y G son dos coeficientes
de proporcionalidad numéricamente diferentes. Esto debe constituir motivo
de-alarma, ni nadie puede ver en ello una violacidn. de la Ley de la
Grav1tac1on Universal de Newton similar a la que alqunos lnfleren del
experimento del geofisico Stacey /11/, lo cual ha dado ple a una ftremenda
polémica. Aqui la cuestidn es mads sencilla. La at:ac016n gravitacional ‘
entre dos puntos materiales estd, siempre,Jrgéida”por una ley_dg_ié inversa
del cuadrado de la distancia; pero cuando la distancia de separacidén no se
puede despreciar en comparacidn con las diﬁensionés de los cuerpos que
ellos representan, entonces, se requiere especifidar su forma: si ‘son
esferas la constante de gravitacifén es G, mlentras que 51 son lecs

hemisferios de una de éstas, de den51dad de masa unlforme, entonces, es H.

"El caso eléctrico da para C el valor gue aparece en (9), como constancia
de que la analogia formal entre las interacciones gravitacionales y
eléctricas mantiene su vigencia. Una Gltima observacién. Es oportuno aclarar

que si bien las particulas elementales electrizadas, en reposo, presentan
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un campo con simetria esférica, por mas de una razdn, no se puede garantizar
el rango de validez de (19) a las mismas. De esta manera, si es gue tiene
sentido, sigue en pie el controvertible problemé de la fuerza de repulsidn
entre las partes del electrdn /12/.

-

CONCLUSIONES

Los resultados de mayor significacidn son:

1. La determinacién de 1la constante.adimensional gque relaciona los
coeficientes de proporcionalidad de las leyes de la inversa del cuadrado de
la distancia, de Newton y de Coulomb, con las que rigen las interacciones
.gravitacionales o eléctricas de los hemisferios en que se subdivide,

virtualmente, la distribucibén esférica de particulas.

2. La solucidn analitica de la ley del movimiento como un problema de
dos cuerpos, de donde se deducen, de un lado, el caso particular en que el
campo gravitacional del sistema esg despreciable y, del otro, aquel en que
las particulas neutras estdn inicialmente en reposo; siendo &ste de especial
interés, por cuanto la ecuacifn del movimiento de contraccidn puede
derivarse por otro procedimiento: mediante consideraciones energéticas que

engloben a todo el sistema.

3. La deduccidn de la relacidn entre la energia del movimiento térmico-y
la energia potencial gravitacional de la distribucién en el estado
estacionario, la cual, en orden de magnitud, coincide con el estimado

estadistico del teorema del wvirial.

Figura 1. Sistema de particulas
en expansidn.
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