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RESUMEN

El andlisis de los materiales con propiedades viscoeldsticas es uno de los objetos de estudio de la
Reoiogla en la actualidad. En este articulo se analizan las oscilaciones Jineales de la velocidad en un
fluido viscoeldstico del tipe Oldroyd A y obtenemos una ecuacién fineal en detivadas parciales de fercer
orden no clédsica para describirlas, A partir de dicha ecuacién se obtienen las relaciones de dispersién en
este medio. Los resultados contienen, como caso particular, al fluido de Maxwell y al Newtoniano. Se
observan, ademas, ciertas semejanzas con el comportamiento de fos fuidos viscosos compresibles, a
partir de las cuales planteemos un modglo viscoeldstico para ef fluide viscoso compresible.

ABSTRACT : _
The analysis of materials with viscoelastic properties is one of the study objects of Rheology today. in this
paper the linear osciflations of velocity in an Oldroyd A viscoelastic fiuid are analyzed and a non classic
linear partial differential third order equation is obtained to describe it. The Maxwell and the Newtonian fluid
resulls as particular cases, Certain similarities with the behavior of viscous compressible fluids are

observed. Starting on them a viscoelastic model for the viscous compressible fluid is established.

I- INTRODUCCION

En los Gltimos tiempos ha crecido el interés por
el estudio del comportamiento de los fluidos con
propiedades viscoelasticas. Este interés viene
dado porque los modelos viscoeldsticos se ajustan
a los resultados experimentales obtenidos en
muches fluidos poliméricos. Los  fluidos
viscoelasticos presentan a la misma vez
caracteristicas de los sdlidos efasticos y los fluidos
viscosos. En un sélido puramente elastico, el
esfuerzo correspondiente a una deformacion es
independiente del tiempo, mientras que en
sustancias con propiedades viscoeldsticas este
esfuerzo se disipara gradualmente. Por otra parte,
en contraste con fos fluidos puramente viscosos,
los fluidos viscoelasticos sometidos a esfuerzos
recuperan gradual y parcialmente su forma una
vez eliminada la deformacion inicial. Ejemplos de
tales materiales Jo constituyen fas sustancias
gefatinosas tales como el napalm; algunos

asfaltos; potimeros liquidos, derretidos o en

soluciones; emulsiones; y los liquidos normales en
las cercanias del punto de solidificacion.
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En nuestro trabajo se analizaré el comportamiento
de estos medios ante una onda sonora de pequeia
amplitud, para lo cual es necesario tener
explictamente la relacién entre el tensor de
esfuerzos y el campo de velocidades, resultado que
se obtendrd en el epigrafe li. En el epigrafe Il se
obtiene la ecuacién para las oscilaciones lineales de
la velocidad y a confinuacién .en el epigrafe 1V, se
hallan las relaciones de dispersion en estos medios y
se analiza la correspondencia de estas con los
resultados experimentales. Por Gltimo, en el epigrafe
V, se establece una comparacion con los fluidos
viscos0s compresibles en relacibn con el
comportamiento con la frecuencia de fa velocidad de
propagaciin de Ia onda y la viscosidad del medio, a
partir de la cuat planteamos un modelo viscoelastico
para el fluido viscoso compresible.

Ii- TENSOR DE ESFUERZOS VISCOSOS
PARA EL FLUIDO VISCOELASTICO
DEL TIPO OLDROYD A.

En los fluidos normales se cumple la usual ley
de Newton ¢ =Ty , donde G es el tensor de




esfuerzos, n la viscosidad ordinaria,

y =(VV+VVT)/2 es el tensor velocidad de

variacion de las deformaciones y el supraindice T
simboliza la transposicién. Para el estudio de
fluidos mas complejos se necesita de una relacion
méas general emtre los esfuerzos y ias
deformacionas, esta es la flamada ecuacién

constitutiva, que .para el fluido viscoelastico

incompresible tiene la forma [1-4}

c +A.Do =20y +X,Dy @.1)
esta ecuacién contiene tres pardmetros: n la
viscosidad y A, y A, los tiempos de relajacion de
los esfuerzos y las deformaciones
respectivamente .En los fluidos Newtonianos
(A, =A,) y son muy pequefios, A, =107"s
para el agua, pero pueden ser diferentes y lo
suficientemente grandes en soluciones

poliméricas, A,=2.54 s y A,=1.97 s en el fiuido
de Boger (B11) [4]. D, es un operador diferencial
que viene definido por {2-4]

operador diferencial D, es igual a la derivada
total y (2.1) se reduce. a una ecuacién
diferencial lineal de primer orden para ¢ . Si en
el instante inicial los esfuerzos y el tensor
gradiente de velocidades son nulos entonces la
solucion de esta ecuacién es:

6 =2MVV + (d — dg)VV 2.3)
donde:
' A
d, =2 1- —?—J 2.4
0 Tl[ }'1 2.4)

y d es el operador de viscoelasticidad de

-cizaliadura definido por:

(2.5)

~ L (T f\dr
r-afel 2
0'([ 1’] )"1

4 o 1.00-
Dz[]:'g[l‘i'[h ~of]+

afy0+[v)
. : (2.2)
donde ® es la parte.
antisimétrica del
tensor gradiente = de
velocidades y a: un
parametro. que ‘toma
valores -1<a<i, |
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conteniendo ~ como 0.00

casos particulares a: -
a=-1 (Oldroyd B), a=0
(Oidroyd A),  a=1
(Jeffreys). En nuestro
trabajo analizaremos
un fluido viscoslistico
del tipo Oidroyd A,
a=0, y ademas
irrotacional; iuego
V xV =0y por tanto
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simétrico: y =VV,
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Figura : Histéresis en el fluido viscoelastico: ' =¢/A,;, A, /A, =2/3.-

74



(2.3) es el tensor de esfuerzos visco5os para el
fluido viscoelastico irrotacionai del tipo Oldroyd A,
y contiene como casos particulares al fluido de

Maxwell (A, =0,d, =2n) y ai fluido Newtoniano

(A,=X,=0, d,=0, d=0). Esta solucién ya la
obtuvimos en [5], aunque en dicho trahajo nos
fimitamos a la expresion matematica.

Como puede verse el tensor de esfuerzos en el
tiempo £ no sélo es funcién de las deformaciones
en dicho instante, va a depender también de las
deformaciones en instantes anteriores. Para ver
este efecto supongamos que el gradiente de

velocidades tiene fa forma: VV = ug(?) , donde
g(f)varia lineaimente  con el tiempo, luego
o =2nuf(f); en la Fig.t se observa la
dependencia de fa parte temporal del tensor de
esfuerzos con fa parte temporal dei gradiente de
velocidades; en esta se aprecia claramente la
histéresis evidenciando los efectos de memoria en
el material. : ) :

M- ECUACION DE ONDAS

El estado hidrodindmico de un fluido queda
definido por la ecuacion de movimiento, la de
continuidad y ia de estado, estas son:

?.V_Jr(v.v)v :——!—Vp+—1—V-0‘ +g (3.1)
ot p P

ap
—+V-p¥V=0 3.2
ot P G2

p=pp,s) 3.3)

donde p es la presién en el fluido, p su densidad,
s su entropia especifica y g la fuerza externa por
unidad de masa que supondremos nula. Este
sistema es valido para cualquier tipo de fluido; el
andlisis de un tipo concreto depende de la forma
del tensor de esfuerzos viscosos o, que para el
fluido viscoelastico viene dado por (2.3).

Analicemos oscitaciones pequefias de la presion
y la densidad con respecto a una posicion de
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equilibrio, escribamos la presién y la densidad en
la forma:

P=p,+p, p <<p, (34

P=pet+p, P’ <<p, 3.5)

donde p,, p, son la presion y la densidad en el
equilibrio y p’, p’las variaciones relativas a
estas magnitudes.

Consideremos, ademas, que la velocidad de las

particulas del fluido en la onda es mucho menor

que la velocidad de fase de ia onda. Bajo estas
suposiciones se pueden despreciar jos términos
no lineales en nuestro sistema de ecuaciones [6],
y este se reduce a:

ov

—=-Vp'+V.c 3.6
poat i 4 (3.6)
op
Y 4+p,V.-V=0 3.
Y Po 3.7

donde s’ = 5 — 5,. Como se demostr6 en [7]

3,23,

p

(Q) V-V=—0V-V (3.9
or/,

donde 7% es el coeficiente de conductividad
térmica y ¢, y ¢, los calores especificos a

volumen y presién constante respectivamente.
Eliminando p’y p’en las ecuaciones (3.6-3.9) y
usando (2.3) se obtiene: :

2 : . _
OV _avvim lvv-_Lavv @io
o o MPo
donde:




A R T BN X1
AP o

' I

Mm - _HI_I 2}.3.-1-(1) ,(3,-12)

N O Wiy T

ecuacion que describe las oscilaciones iineales de
la velocidad en un fluido viscoelastico irrotacicnal
de! tipo Oldroyd A, fa cual ya obtuvimos en 5],
solo que en aquella ocasion limitamos nuestro
andlisis a Jas ondas estacionarias. ~

IV RELACIONES DE DISPERSION
Propomen&:loren (310) una .'s“'olucién de Ia foﬁna:
V =V, explilk - x—at)] (4.1)

se obtiene; para 7>> A, ,“es decir pasando los

FIi 0 L as
S P-ieM R “s

donde: ,

ct=c2+ d_ o7 '(4.6)
T AP 140
1., d, -
M=—|22npy +'-——°——-—-) o 4.
po[ 7\1 n+a 1+(I),.27L%-- : ( "

Entonces la parte real de la viscoelasticidad de
cizalladura nos da la variacion de la viscosidad
cinemética total M con la frecuencia (Fig.2a),
mientras que la parte imaginaria contiene Ia
dependencaa con la frecuencia de la ‘magnitud ¢
cuyo. s:gmﬁcado veremos més adelante {Fig. 2b)

transientes, que:

4

2.20 5
2 N
=2 4 .
¢, —ioM’ ]
donde =~ 2.00 -
-
1{.A ]
M’:—(Zf+d+aj .
PN M E
@23) 1.80 ;
M ]
d, _ _ ¥
=0 449 |- ]
1-iok, - 1.80 o
A la. magnitud d la E
llamaremos viscoelastici- 1.40 3
dad de cizaliadura, que N
como vemos ‘va a ' ser .
funcién de la frecuencia, y ]
en general compleja. Para . 1 _ .
entenderelsigniﬁcadOde 1.20 ||lIlttit.ilirllif|l||ifl.l|||‘l—|
la parte real e imaginaria G.C0 21,00 ... 2.00 : 3.00

de dicha magnitud
separemos parte real e
imaginaria en et -
denominador del miembro
derecho de (4.2):

1

w'

Figura 2a: Dependencia de My c con Ia frecuencia,
®' =0k, M =peM/n,A, /A, =2/3,d,/n=2/3.
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Figura 2b: Dependencia de M y. ccon la frecuen_cié: '

o' =0k, =cleyd, /llcﬁpo—IO“’

0 3.00

(Fig.2b).

k,  es el
coeficiente  _de

‘“absorcion de la

Slk k, -Hk de(45)sellegaa

k =
1 1[2-(:‘_‘+}\42

kl'_:\/i\/c +M’a) |

@ partir de k, podemos hallar la velocidad"de fase
delaonda, estava aser: '

‘\/‘\/C + (D +02 4.8

\/w}c+ c"Z @9

(4.10)

7

onda el comportamnento de este con la frecuencia

se muestra en la_Fig.3. Para bajas frecuencias

k, «c@®® y para altas - frecuencias k, o
presentando un punte de inflexion en la zona
intermedia. Este comportam'iento concuerda
cualitativamente con los resuitados
experimentales reportados en {8].

En el fluido Newtoniano el coeficiente de
absorcién tiene una expresion similar, sélo que c y
M son constantes e iguales a:

c=c,, (4.12)

M=—@n+a)
Po

resultado gue concuerda con el obtenido en [6] ¥

es mas general que el resultado ai que se !iegé en

[7], vélido-a bajas frecuencias.



1.60
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1 ,

dependencia de Ia

con

fenomenolégicas  [9],
esta es:

LT c = 50 (5.3)

1-ioz

siendot el tiempo de
refajacién de los
esfuerzos normales y
Gy la  viscosidad

volumétrica a bajas
frecuencias. ~ Como
puede
viscosidad volumétrica
tiene el mismo
comportamiento con Ia
frecuencia que Ia
viscoelasticidad de

‘IU.OO T
0.00 2.00

1.00
' W

Mk/cu.

I'TlllillliilJllilTI|!ll|llTll’ll’!llllif1]

Figura 3: Dependencla del coeficiente de absorclon con la frecuencia:

om/corM Mo =0).

“3.00 4.00

cizalladura d (4.4). Por
otro lado es conocido
que tanto en los
- fluidos viscoelasticos
incompresibles como

V- MODELO VISCOELASTICO PARA EL
FLUIDO VISCOSO COMPRESIBLE.

~ Al analizar las oscilaciones pequefias de ia
velocidad en un fluido viscoso compresible e
irrotacional se obtlene la mgmente expresion para
el vector de onda [7]

a9 : '(5_1)

_M'=——1—(in+g +q) 5.2

Po N3

- G- @s la viscosidad volurnétrica, que al obfener
(5.1) 'se considera como un parametro corstante,
pero es conocido que dicha magnitud es:funcién
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en los ViSCOS0S
compresmles se manlflestan fenémenos de
viscoelasticidad [11]; en los primeros debido

- al retraso de los esfuerzos de cizalladura con

respecto a las  deformaciones
(viscoelasticidad de cizalladura), en los
segundos producto del retraso de los
esfuerzos normales respecto a la variacion del
volumen especifico (viscoelasticidad normal).

Basados en lo expuesto antericrmente y en
la expresi6bn conocida para el tensor de
esfuerzos viscosos en el

compresible  [9] planteamos
viscoelastico para el fiuido
compresibie, en el cual el
esfuerzos viscosos tiene la forma:

un modelo
viscoso
tensor de

c =2ny + [6 - i—q) V-V (5.8)

donde | es el tensor unitario y ¢ es el operador de
viscoelasticidad normal que tiene la forma:

de .la frecuencia. La:
viscosidad volumétrica
la frecuencia se

puede obtener a partir
de consideraciones -

verse la

fluido viscoso

At g




!

- T—t\dT

E=¢, fexp[——)— (5.9)
% T T

En (6.8) puede verse gque los efectos

viscoelasticos se van a manifestar en los
esfuerzos normales, de ahi el nombre de
viscoetasticidad normal.

Si ahora analizamos las oscilaciones
pequeiias de ia velocidad, tomando en cuenta a
(5.8) como expresion para el tensor de
esfuerzos y considerando irrotacional el fluido,
de manera analoga a como se hizo para el
fluido viscoelastico en el epigrafe I, se obtiene
una ecuacion similar a (3.10) para la velocidad
si:

A
'E:?Ll, ';":“2‘; Qo:do

1

(6.7)

Y las relaciones de dispersion para esta
ecuacion vendran dadas, en forma analoga, por
{48) y (4.9), teniendo en <cuenta las
eguivalencias dadas en (5.10). Ademas (4.10)
serd la velocidad de fase de la onda en el fluido
viscoso compresible en el caso de bajos
valores de 1, g, ¥ %, cuyo comportamiento
con la frecuencia se mostré en la Fig.2b el cual
coincide con el comportamiento real {10].

CONCLUSIONES

La expresion obtenida para el tensor de
esfuerzos viscosos en un fluido viscoelastico
irrotacional del tipo Oldroyd A (2.3), en el cual
los efectos viscoeldsticos aparecen a través del

operador- de viscoelasticidad d ,es de suma
importancia para realizar cualquier analisis
hidrodinamico de este medio, lo cual le confiere
una gran importancia. Los efectos de
viscoelasticidad se van a manifestar en fas
relaciones de dispersion, provocando que la
velocidad de propagacion del sonido y Ia
viscosidad varien con la frecuencia.

Ei coeficiente de absorcién de la onda en el fluido
viscoelastico (4.9) contiene como casos particulares
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los resultados reportados en {5-7] para el fluido
newtoniano y presenta una buena concordancia
cualtativa con los resultados experimentales
reportados en [8]. ‘

La introduccién del operador de viscoelasticidad
normal G, en el tensor de esfuerzos para el fuido
viscoso compresible, condujo a resultados
satisfactorios en el analisis del comportamiento de
este medio ante una onda sonora de pequefia
amplitud. El modelo propuesto permite obtener el
comportamiento real de la velocidad de fase con la
frecuencia directamente de las relaciones de
dispersion, sin tener que recurrir a consideraciones
fenomenoldgicas. El tratamiento aqui seguido es
original en este aspecto.
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