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RESUMEN

Se ‘expone el fundamento tedrico del disefio de sistemas de bobinas cilindricas que conforman
diferentes configuraciones de electroimanes coh nicleo de aire para generar campos magnéticos con
diferentes grados de uniformidad. La teoria se basa en ia solucien de 1a ecuacién de Laptace A¢ =0
para el potencial escalar magnético ¢. Se optimizan 'as dimensiones de cuatro bobinas {doble par de
Helmholtz) colocadas simétricamente respecto al erigen de coordenadas.

" ABSTRACT

The theorical fundament. to design air core coil systems for generating magnetlc field of different
degree-of uniformity is expoused. The theory is based on the solution of the Laplace equation A ¢ =0
for the scalar magnetic potential ¢. The coil dimensions of a' double Helmholtz pair are optimized.

INTRODUCCION

4

En la RMN de imagenes es imprescindible que '

la componente H,{(z,r) del campo magnético ai
que es sometido el " paciente terlga
determinado grado de uniformidad (107 10‘6)
Esta componente sera la encargada de. aiinear
por igual a los momentos magnéticos de los
nircleos atémicos de la muestra a estudiar: En el

presente trabajo se expone un método tedrico -

 para el caiculo de dicha componente H.(z.r), a
part!r de la cual
-dimensiones y posiciones de sistemas de
bobinas . cilindricas de modo  que esta
compenente alcance diferentes grados de
-uniformidad, entre ellos,
ebtener imagenes por RMN.

FUNDAMENTO TEORICO:

- Partiremos de la ecuacion de Laplace para el
potencial escalar magnético:

Ap=0 ' (1)

y buscaremos su solucidén en regiones que no
contengan fyentes de campo o corrientes. La
solucion de (1) en dichas regiones expresada en
coordenadas esféricas e incluyendo el origen de
-coordenadas viene dada por {1]:

¢'='Z A, r'P, (cos8) " (2)

se pueden optimizar las

los requeridos para -

!

P(cosB). Polinomio de Legendre de grado |

6,r: coordenadas del

observacion.

esféricas punto de

La intensidad del campb magnético se obtiene a
partir del gradiente del potencial {2), esto es

H(r.0)=-V §(r.0)= (-0¢/er, -1/r 3/e6)-. - - (3)
donde '
H, = = A_L i*"P(cos0)

He=ZA_ r*"'P (cosf)sen 6 (4)

para un solencide que contenga n-espiras por
unidad de longitud, radio R y longitud L (Fig. 1), la
componente Hj{r, 8) en coordenadas cilindricas
esta dada por

H,= H, cosb - Hesene - (5)

Sustituyendo (4) en (5) y considerando que =
Z°+p?, sen 8 = pir y cos 0 = z/r, obtenemos

HQ(Z. ﬁ) =-ZA (22. 'pz)("1)’2{PL(cose)- .
cos0 P (cos8)] | (6)

Solo nos falta determinar los coeficientes A de
(6). El potencial escalar magnético en el eJe del
solenoide viene dado por [2] E



He He

general para determinar los

coeficientes A, esto es

I
)(U): =% A -
I3 :

r oo/ f,!m'”’
L
de donde vemcs que

A = (L) 48 (©O) (10)

L

coordenadas esféricas.

Figura 1 :Componentes del campo magnético dentro de un solenoide en

Z Para obtener los coeficientes
correspondientes a un solenoide
cuyo enrollado sea de seccion
transversal rectanguiar, tenemos
que sumar los aportes de Ila
corriente a la intensidad del
campo en la direccién radial (Fig.
2), es decir tenemos que Integrar
en r los coeficientes obtenidos en

[ L R
¥
H
Rl Rl
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Figura 2: Solenoide de seccién transversal rectangular
y origen de coordenadas desplazado.

O(2,2)=(1oNVI2L) [L + {(z-L12)2¢ R -

{(z+1L/2)2+R%"?] @)

donde R es el radio del solenoide, L su longitud y -

Nv el ndmero de vueltas. Haciendo un desarrollo
de ¢(z) en torno al origen (z=0) se obtiene

9(2)= $(2=0)+2¢'(z=0)+(2’121)p"

(z=0)+..+2(1/LY) ¢© (O) 2 (8)
Comparando las ecuaciones (2) y (8) para

puntos sobre el eje z, obtenemos una expresion
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[2] para el solencide
R,

ALLR{Ry) = f (1/ LY (0)dr
Ry

Como nos interesa estudiar el campo generado
por sistemas de bobinas situadas simétricamente
respectoc a un origen comun, entonces
desplazamos el origen de coordenadas al punto
“0" como se muestra en la Figura (2). Por las
mismas razones de simetria que en el caso del
solenoide, solo los coeficientes imparés no se
anularan. Los coeficientes que se obtienen a
través de (11) considerando el origen desplazado
a una distancia Z, son los siguientes

(11)

2 2 2112
HDINVN, By +{Zo+Li2) +Ry}

A4 = (zo+ L/ — 75 |
2LH R +{@o+L/2) +R}

(12)

R22 (2o L/2)2+R22}U2

+ —
—(zo—L/2)! —
R +{(@o-L12) +R}
2 R‘J

pothoNd (@0 1107 1YY 2 W igo-109? V2 2 )
- - 3

12LH FALY ) Zo—1.12



R 2
ADINY. 2 Fdr
A= LY [ —————
165 R : 2 -2 -
1{(21'»1./2) N
‘? rzdr ‘;2 rzdr'
@or 1/ f- o (| G
& kZm-.E_JZJZ +R2 i A ng»U 2’)2 *Rz}_p
Ry rzd'r
@ZorLiy | Lo }
A ﬂzf»mf + }_9 J

etc.

Las integrales que aparecen se pueden reducir
a una primaria utilizando la formula recursiva:

RZ 22 2P -r3(f2—+f_r-2)'p.fl K
Ir 0 +r) dr=~ 2
R ' _ W oy

+3 [ ru +r)
B s

Sustituyendo estos coeficientes (12)...(14) en la
expresién (6), obtenemos Ia _componente
H:(z,p,.Zo,Ro,H,L) de la intensidad del campo
magnético producido por p-pares de solenoides
de seccion rectangular colocados simétricamente
respecto al origen B

- R IR AR B P 4 - 27 .
HaA=p\l4 -0/ T4 +0)-0/9F Ague’ 1200
S =] i=l = . i=1 :

S {1 5)
15,2) - ):l‘(I 1‘4.‘6 —84&'4,02 -.0-63&'2,04 '-3576) - } .

OPTIMIZACION DE LAS DIMENSIONES
DE LAS BOBINAS

El grado de uniformidad del campo ‘que se
genera depender4 de la cantidad de coeficientes
de (15) ‘que se consignan anular para una
distribucién de bobinas - determinadas. Si
logramos anular el término As;, diremos que
hemos -logrado un. campo compensado - hasta
cuarto orden, ya que la cuarta potencia es Ia
proxima que aparece en el desarrolic {15), una
vez anulado el término A;. Este razonamients es
valido para potencias de érdenes superiores.
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wes By, pe

Comencemos nuestro andlisis con el coeficiente
Az (para p = 1), el cual podemos escribir de la
siguiente forma:
As=[F(Rz,Zf)-F(R1.21)]-[F(Rz.Zz)-F(R1,Zz)] (16)
donde F(R,Z) = R(Z*+R* ™2, R,=Ro+H2 |
Ry =Ro-H/2,

Z, =Zo+l12, Z| =20-L/2; Zo es la distancia del
origen al centro de la bobina ¥ Ro es el radio al
centro del carrete medido a partir del eje de
simetria (Fig. 2). Cada uno de los términos en
(16), es una funcién de dos variables, la cual
podemos desarrollar en serie de Taylor en un
entorno del origen, si consideramos que las
dimensiones del enrollado son mucho mayores
que su distancia al centro del sistema, es decir
Ro >>H/2 | Zo>> |12, s .

FRD -5 (l/L!)[(L/Z)ﬁla‘Zo+ (HlZ)c?/cRo]l F(ZaRd = F(Za R +

& 2)[&(@ 20/ (20] + (H.f 2)[a:mq Zo/ mJ +

or

1/ 2.'){ (L_." 2)2[0"‘2!7(24 Ro) f &02:,+ (& 2)2[0"2]'"(20, Ro)/ ﬂiaz]+

2 3 3 3
2AH/20L7 2)[6 F(Zao, Ro)!-q_?tﬂiu:l k}_+(l i3 ){LI 2 l:o" F(Zo, Roy/ o ]4—
HH ! 2)3[53F(za, Ro)/ 5?03]+3(Hf 2)2 @rs 2)[53,?(;@_110) / a’?ozﬂia]+

XLID) 2}{?;{24 Ro)/ aazaz(-IL _ an
: [+]

Aplicando este desarrol_l_o a cada uno de los
términos de (16) se obtiene que solo las
derivadas con potencias impares de /2 y H/2
son las que no se anulan. De este modo resuita
para cada unc de los coeficientes.

A3= Frozo + {1/24) { H* Fro® 5, +

L% Frozo®} + ... (18)



As = Frozo * (1/28) {H* Fre’2s + L? Frozo' } +
TEY : (19)
A= Frozo + (1128) { H* Fro’zo + L2 Frezo'} +
20

Las funciones F(R,Z) de cada uno de los
coeficientes A, As.., etc., asi como sus derivadas
que aqui aparecen estan desarrolladas en el
anexo.

DOBLE PAR DE HELMHOLTZ

Este es el caso de dos pares de bobinas (p=2)
colocadas simétricamente respecto al origen. La
intensidad de .campo magnét[co generado por
este sistema esta dado por
H,(z,p) = {— (4 +A](2)) (3/_2)(A§”

918X A + AP ya0:*

—anexas) + A x12:° — sa0* o w6307 5% ~ 3555}

+ Agz) )1(222 + pz) -

2
1207 +15p2}— )

A continuacién trataremo de anular tantos
términos de los coeficientes
ALY +AD), (A} +AP), etc. como sea
posible. Los supraindices (1), (2) se refieren a las
bobinas externas e internas respectivamente.
Filgmonos en el primer férmino Fgyz, del
desarrollo de A; en (19). Este resulta ser un
polinomioc son dos raices postivas que son Ro/Zo

= J6+ :228.

Ahora nos valemos de este resuitado para fijar
la relacion entre posicién y radio de las bobinas
de modo que esto haga que se anule
automaticamente parte del coeficiente
: (A]5 +A—§2)). De aqui que los angulos bajo los
cuales se ven los centros de los enrollados de
ambas bobinas son 80" = 40.01°, y 80@=73.4°.
Estas raices anulan también la derivada F.;.‘fzo
del coeficiente' A; que -acompafa- a L2 (ver
anexo). Entonces nos.queda- .

2

FUCN N.[F,gggo vt |

(22)
2 (2)

sne| FEZ) 4 ar2yn F 3 ]

(’)

(1)
M —N!,:HIZF 3wt rp P ]+

(2)
As

+ A5
Roro 1

(23}

@, @)

NZ[ H FROZS + L FRoZo ]

La relacion entre los nimeros de vueltas de las
bobinas |a elegimos a partir de (23), de forma tal

gue N1 F,(QZO + N2 Fl(,f))ZO = 0 de donde se obtiene

NuNz-——F“) F(z)

Ro Zo | FRo zo = 0682 (24)

Del término restanie de (23) hallamos la relacion
entre las alturas de los enrollados de ambas
bobinas

(2) (1 )

H1/H2={ —(N21N1)[ FmrFm ]”2

=0672 (25)

Hemos supuesto la misma distancia ro(figura 2)
del origen al centro del enrollado de cada bobina.
"Si tomambos la misma densidad de espiras en
cada de uno. de los enrollados, entonces
podemos determinar la relacion entre fos anchos
de Ios carretes segun :

L21L1 (N2IN1) (H1IH2) =1.05 .. (26)

Esta relacion lieva implicita la suposicién de que se
enrollan ambas bobinas con el mismo alambre.

El procedimiento expuesto permite anular el
coeficiente A" + A\ de la potencia Z* del

desarrollo (21), asi como parte de A" +A!”.
Podriamos anular completamente este Ultimo
termino hallando la relacion L2/L1 de (23), lo cual
implicaria utilizar conductores de diferente seccion
transversal para el enrollado de las bobinas. -

De esta forma podemos decir que ei doble par
de Helmhoitz genera un campo de sexto orden
de compensacion. Fijanda los parametros R,, Z,,
N,, H y L de una de las bobinas, obtenemos los
parametros comrespondientes de la otra ‘por
medio de las relaciones (24) a la (28}, quedando
asi disefiado un sistema de cuatro bobinas,
capaz de generar un campo de sexto orden de
compensacién, en el - sentido aclarado
anteriormente. :

CONCLUSIONES

El metodo expuesto permite obtener Ia
expresion de la componente H,(z,0) de Ia



intensidad del campo magnético generado por p-
pares  de bobinas concéntricas colocadas
simétricamente  respecto  al origen  de
coordenadas. Los resultados obtenidos coinciden
con los reportados en la literatura {3). La ventaja
de el método tedrico aqui expuesto consiste en
su sencillez, ya que solo con operaciones
matematicas de derivacion e integracion se
obtienen los mismos resultados’ que en [31; sin
tener que recurrir. al trabajo. con funciones
especiales. El trabajo sirve de base ademds para
el disefio de otras configuraciones, igualando fa p
de (15) al numero de pares de bobinas de ia
configuracién a estudiar y procediendo a eliminar
la mayor cantidad de términos que sea posible
del desarrollc de H, que se obtenga.
Agradecemos al Dr. R. Riera por su colaboracion
en la revision del trabajo. :

ANEXO

}. Primeros términos de las expresiones de los
coeficientes del desarrollo del campo, que portan
la informacion sobre las dimensiones de los
enroliados.

Az F(R2) = R3(2é+R2)'3’2IZ
Frz = oF/ aRéz = (Z*+R*)"?[R*- 4Z°R?]
 Frz3 = &'F1 6RFZ = - 45R¥Z% + RY 2 [R*.12
7R 8 7]
Fre3 = 0°F/ eR%AZ = 3R*(Z% + RY)™? [12R® -

159 Z°R*+ 136 Z'R*- 8 7]

As. F(RZ) =

(2115)(R12)%(Z%+ Rz)':”R( ) ' b

Frz = &F/ ORGZ = -3R¥Z® + RY™ [R* -12
Z°R*+ 87% :

Fre3 = 'F/ eR°Z = - 21R¥*Z% + RS2 [ .5R®*
120 Z°R* - 240Z°R? + 64 7°]

Fre3 = 8'F/ OR%Z = -3(2* + R%"%2 [30R® .755
R°Z*+ 1650 Z'R*- 552 Z°R* + 162°]

Az F(R,Z) =5R*(Z%+R?®? - 30 R%Z® (Z%+R?)
12, 33 R225(22+R2)713’2 :

Frz = 6F/ 0RGZ = - RY(Z* + RY™? [5R® + 120
Z°R* - 240Z°R* + 64 2°]

Il. Relacion del nimero de vueltas

Frz = oF/ 0R6Z = (2* + RY)7™? [R* - 4 Z%R7],

“haciendo X = R/2

2 2

22 2232
fRoze* & ~HHx) 1y o =4, +Ky

Niy=1 B gt |- -a0ed

X;, =6%y 28

22 22

22 22
/xz(xz —4)(l+x2) =062

son las raices del polinomio Fgy,

correspondiente al coeficiente As. Hemos supuesto
los centros de los enrollados de cada bobina
colocados sobre una esfera de radio rg.
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RESUMEN -

En el marco del formalismo de la Ecuacnon de Boltzman para el Transporte se émplea un
procedimiento general para el calculo de los tiempos de refajacién y la movilidad para un gas
elecirénico quasibidimensional, sea en una heteroestructura simple © en un pozo cuantico, cuando
varias subbandas se encuentran ocupadas. Se destacan las limitaciones de calculos presentados
anteriormente. Se ofrecen resultados numéricos para ilustrar el papel de la dlspersmn intersubbanda.

ABSTRACT

The Boltzmann Transport Equation formalism i¢ employed in a general procedure to calculate
relaxation times and mobility of a quasi-two.dimensional electron gas, both in a singie heterostructure
and in a quatum well, when several subbands are occupied. Limitations of earlier calculations are
pointed out. Numerical resulls illustrate the role of intersubband scattering.

4

En el estudio de las propiedades de un gas
electrénico  quasibidimensional  (Q2D)- el
transporte por varias subbandas ha sido tratado
tanto en el formalismo cuasiclasico de la
€cuacion de Boltzmann (BTE) [1—9] como en el
formalismo cuéntico de la ectacion de Kadanoff-
Baym (KBA) [10-12]. Sin embargo, el desarrollo
tedrico ha estado limitado principalmente por la
consideracién casi exclusiva de mecanismos de
dispersion elastica [1-7,10-12} y el uso casi
siempre de la estadistica para alta degeneracién
del gas electronico [1-8]. Por otra parte, en ios
pocos calculos numéricos llevados a cabo el
apantallamiento de las interacciones ha sido
obviado [10] o considerado de manera no muy
clara [2,3,5-8,11,12]. El tratamiento de la
dispersion electrénica = por fonones éptlcos
polares (LO) ha sido con modelos muy sencilios
[8-9] ya -desechados en.-la actualidad. La
influencia de las transiciones intersubbandas en
el transporte ha sido revelada experimentalmente
[13,14] y continua siendo de interés -para la
fabricacion de dispositivos. ‘semiconductores de
aita rapidez de respuesta.

E! problema del calculo de ._Ia .mov_ilidad en
una heteroestructura semiconductora A'Q_ZD con
dopaje modulado es el pringipal_a’ resolver al

77

las

estudiar el transporte. En los formalismos BTE
y KBA se obtiene un sistema de ecuaciones
acopladas por las Hamadas intregrales de
choque. Para campos débiles se puede usar
la aproximacion del tiempo de relajacion (RT),
obteniéndose un sistema de ecuaciones para
determinar los RT correspondientes a cada
subbanda y, una vez obtenidos, calcular ia
movilidad. Los detalles de este procedimiento
aparecen en un trabajo anterior [15], donde se
justifica plenamente el concepto de RT para la
dispersion por fonones LO y se utiliza un
método iterativo para su calculo, requerido
con independencia de que ademdas esté
presente la dispersion por el potencial de
deformacian (DP) y el piezoeléctrico (PZ) de
las ramas acUsticas. [16])

"En el presente trabajo presentamos los
resuitados numéricos para un pozo cudntico
de ancho a=20 nm en aproximacion de dos
subbandas. Se - utilizaron: 1as funciones
envolventes correspondientes a barreras
infinitas en las intercaras y los parametros del

GaAs [16]. Se tuvieron en cuenta los
mecanismoes DP y PZ, que al actuar
simulténeamerite © dan la dispersion por

fonones acusticos (AC). El apantallamiento de
interacciones complica los " calculos

PN e s RS, ax



analiticos y numéricos, por lo que se dejé para
un trabajo ulterior, donde ademas se
emplearan funciones envolventes obtenidas
autoconsistentemente.

En la Figura 1 se muestra la dependencia de
la movilidad con la temperatura para una
concentracion n=1.288 x 107 cm? EI
incremento brusco de fa movilidad entre 60 y
70 K refieja la desconexion de las transiciones
intersubbandas, debido a que el nivel de
Fermi pasa a estar por debajo de la segunda

subbanda. En la Figura 2 se muestra la
con la

dependencia de la movilidad
concentracian para una temperatura T=30K.

107

L4 114l

10 °

Li gl 141l

L arpail

1

10 4 :
1 n=1.288x10" e¢m™
] a=20 nm
102 T Tl[rlllj_ T T T TTTTI
10 10 * 10
Figura 1. T(K)
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La caida brusca de la movilidad entre 1.20
y 1.25 x 10"%cm™ refleja la conexién de las
transiciones intersubbandas, debido a que el
nivel de Fermi pasa a estar por encima del
fondo de la segunda subbanda. Este
comportamiento hace prever oscilaciones
semejantes a las de Shubnikov-De-Haas cada
vez que el nivel de Fermi atraviese el fondo de
una subbanda. . Los cambios ser&n mas o
menos bruscos en la medida que el gas
electrénico esté mas o menos degenerado.
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