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RESUMEN .

En el presente trabajo se contingian las investigaciones relacionadas con la propaganacion de ondas en
diferentes tipos de fiuidos compresibles. Nuestros estudios anteioras nos han permitido establecer las
caracteristicas fisicas fundamentales de la excitacion y la propagacién de ondas lineales en fluidos
ideales rotatorios compresibles, asi como en fiuidos viscosos compresibles. En este articulo se efectua
una generalizacion de los estudios anteriores y se obtiene una ecuacion para describir las oscilaciones
lineales en un fluido viscoso, rotatorio y compresible. Es realizado un analisis detallado de las
consideraciones fisicas para la obtencién de la ecuacién. Las ecuaciones reportadas en trabajos
anteriores son obtenidas como caso particular de la ecuacién del presente trabajo.

ABSTRACT .

In this paper we continue the research about the propagation of waves in different kinds of compressible
fluids. Our previous study has permited to stablish the basic physic characteristics of the generation and
propagation of linear waves in ideal rotating compressible fluids and alse in viscous compressible fluids.
in this paper we realize a generalization of the previous study and obtain an equation which describes
the linear oscillations in a viscous, rotating and compressinle fluid. A detail analysis of the physical

considerations to obtain this eguation is done. The re

a particuiar case of the present equation.
L INTRODUCCION ‘

Durante los altimos afios en relacién con las
necesidades de un desarrollo teérico que permita
desentrafar las principales caracteristicas fisicas de
la propagacién de ondas en diferentes tipos de
fluidos compresibles hemaos venido trabajando en el
estudio tedrico de la escitacion y propagacion de
ondas en fluidos ideales rotatorios compresibles [1-
4] por una parte y en fiuidos viscosos compresibles
por otra [5-8]. Estos estudios son de interés, no solo
desde el punto de vista fisico-matematico por las
caracteristicas especificas de las ecuaciones que
describen estos procesos, sino también desde el
punto de vista de las posibles aplicaciones practicas
en diferentes ramas tales como ta Meteorologia y el
emplec de diversos equippos que trabajan con
fluidos viscosos, rotatorios y compresibles.

2. CONSIDERACIONES PREVIAS

Supongamos que tenemos un fluido viscoso,
homogéneo y compresible que ocupa todo el
espacio IR®. Consideremos que el fluido gira con
velocidad anguiar o/2 alrededor de un eje y
referiremos el estudio de los procesos en este fluido
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ported in previous works equations are obtained as

a un sistema de coordenadas cartesianas (x;, x», Xa)
que gird junto con el fluido de forma tal que el eje Ox;
coincida con el eje de rotacion. El sistema de
ecuaciones de la Hidrodinamica que describe los
movimientos en el fluido son:

- La ecuacion de Navier-Stokes:

OV -+ Fp= Ty [é+-’—‘}f7(ﬁ-\7)+?
at p p p 3 (1)

donde V = (vy, va, v3) es la velocidad de las particulas
del fluido, p su presion, p su densidad, n el
coeficiente de viscosidad newtoniana, £ la segunda

viscosidad y f las fuerzas externas por unidad de
masa que actuan sobre el fluido. Consideremos que
el fluido es tal que n y £ son constantes.

- La ecuacion de continuidad:
dp - -
T rpV-v =0
dt P
- Laecuacién de estado termodinamico:

2

p=F(p.s) (3)



donde s es la entropia de la particula de fluido.

Consideraremos que los procesos que estudiamos
no alteran la entropia de la particula en el fluido, es
decir, supondremos que la velocidad de la onda es
lo suficientemente grande como para que pueda

considerarse un proceso |soentr6p|co Entonces,

denotemos por

a_(OF) : _ :
“(3). *

cuyo sentido fisico es el cuadrado de la velocidad del
sonido en el fluido y es una funcién dadade py de p.

Tomando la derlvada de (3) con respecto al tiempo,

tendremos
d_;l fjf aE+G_§7)F oF ap (@ ﬁ) aF _
dt dt ot at ot at
(5)
2A0P 2 3 20p
— Vipl=c == 1
c[at+(v )p} c Y _

Teniendo en cuenta (5),
escribirse como:

1dp
c? dt

Es conveniente destacar que la ecuacién (1) es no
lineal, por lo gue la teoria exacta de los procesos en
el fluido es una teoria no lineal. Sin embargo, en el
presente trabajo nos limitaremos al estudio de los
fenémenos lingales de pequefias variaciones de la
presién y de las componentes de las velocidades de
las particulas: del fluido. Asi, supongamos que v, es
la amplitud de la velocidad de las particulas del
fluido, ® su frecuencia y k el niumeo de onda;
entonces tendremos que el termino esencialmente

no lineal en (1) es (v-VWV'kv3, en tanto que el

+pV-V =0 -8

término ov/ot ov,. La relacion entre estas

magnitudes es:

(V V)V k\(ﬁ Vo

(DVO Cf

donde ¢ es la velocidad de fase de la onda. & se
denomina parametro de no linealidad. Exigiremcs
gue £ << 1, lo que equivale a decir que la velocidad
de las particulas del fluido en la onda es mucho
menor que la velocidad de fase de la onda. Esta
consideracion no entre en contradiccidon con la

la ecuacion (2) puede

consideracion de que el proceso sea isoentropico y
de esta forma el sistema que describe los
movimientos del fiuide adopta la forma:

v 1z 2= - .

_})f p—Vp pV V- [<§+ }V(V-v)ﬂ‘ {7)
1. dp - - : o - _
Za VYO ®)

Consideremos las perturbaciones de la presion y

“de la densidad pequefias con respecto a una

posicién de equilibrio: p=pg + p’, p = pg + p’, cON
p'<< pg, p'<< pp. Entonces, tomando solo la parte
lineal de las expresiones para la densidad y la
pres“i(qn (la que en lo adelante escribiremos sin la
prima para simplificar las expresiones), se obtiene:

?_V_+L6p LIV [g+ ]V(v\?)ﬁ (9)
ot po . Po Po
1 dp = =

Por ofra parte en la ecuacién (9) la fuerza f esta
compuesta por dos s_u'mandos, ﬁ y fz. Por ﬁ

entenderemos la fuerza de Coriolis y por f,, la fuerza
centrifuga, que aparecen como consecuencia de la

rotacién del fluido en el sistema de referencia élegido.

- —

f=—axv;, § = —% V{axr)?

donde T = (x;, X,,0), (&xir')2 = o.’r2. Por consiguiente,
la ecuacion Nawer—Stokes ya linealizada adopta la

’ expresuon

LR v

o OOV +~1; ﬁ[p +Po (&x_r')z}
Po 8 Po

1 [g +1’1}€’(€f,\7)
Po 3
(1)
Redefinimos la presion dinamica efectiva como
Pe= p + (po/8)a’r. Entonces, bajo la suposicién de

propagacion isoentropica de las perturbaciones de la .
presion:

dp_ 1dp_ 1dpe _po a?2r dr
dt 02 dt 02 dt 8 CZ dt
1 dpe _Po 1 dpe

cZ dt 4 g% T g? dt



bajo el supuesto de que v << ¢? y siempre que las
distancias r al eje de rotacion no sean demasiado
grandes. Entonces el sistema quedara:

axi+ vp= %4 ] [gﬂ]ﬁ(ﬁ-\?) (12)
at Po Pa’ Po 3

d e
\ d‘z+pov.v=o (13)

donde hemos denotado por p simplemente la
presién dinamica pe. El sistema (12)—(13) es nuestro
sistema fundamental de ecuaciones linealizadas
para describir las pequefias variaciones de Ia
presion dinamica en el fluido viscoso, rotatorio y
compresible y sera el sistema de ecuaciones de
partida para nuestro estudio posterior.

3. ECUACION DIFERENCIAL

Como se sabe, existen dos enfoques”'fundamen-
tales para el estudio de los procesos en jos fluidos.
Uno se basa en el trabajo directo con las ecuaciones
de Navier-Stokes y de continuidad encontradas. lo
que generalmente entrafia dificultades de calculo
grandes y el otro que consiste en reducir el sistema
a una ecuacioén diferencial de orden superior. Ei
segundo método ha sido el empleado en nuestros
trabajos anteriores reportados en la bibliografia del
presente trabajo y es el que utilizaremos .en ¢l
presente estudio.

Sustituyendo la divergencia de v dada por (13) en
(12), se obtiene:

1 d =

v - 1= N 2= n

— +axv+—Vp=—Vv-——— E+—1—Vp {14
at T e P o pgcz{é 3}5"( P (14)
Apliguemos a (14) el operador divergencia.

Entonces obtenemos despueés de sustituir de nuevo
la divergencia de v dada por (13):

1

1@
pac? Ot

op

o Mvzp]- 1—v2p+&-€7x‘\7=0 - (15)

Po

donde hemos tenido en cuenta que, por el sistema

de referencia empleadoca =(00,a), por lo que

Vxa = 0y por lo tanto, V-axv = -& - Vxv . Derivemos
(15) respecto a t. Entonces queda, finaimente:

2 Y — - -
{—2? +MV2—6+CZV2}V-V+ (a-va )=0

ot
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La ecuacion (16) sera para nosotros la ecuacion
diferencial fundamental para. el vector de
velocidades de las particulas del fiuido viscoso.
rotatorio y compresible. Como se aprecia, (16) es
una ecuacion diferencial no clasica de cuarto orden
parav que describe las pequefias oscilaciones en
nuestro fluido. Esta ecuacién coniiene solo a la
velocidad como incognita, pero sus componentes se
encuentran entremezcladas, lo que habla sobre la
complejidad del aparato matematico para describir
este tipo de fendémenaos.

4. ANALISIS DE LOS CASOS PARTICULARES
DE LA ECUACION FUNDAMENTAL:
FLUIDOS IDEALES ROTATORIOS Y FLUIDOS
VISCOSOS NO ROTATORIOS

a} Caso viscoso

~ .Supongamos en (16) gue el fluido no rota es

decrr. u = 0. Entonces ei segundo sumando se anula
¥ queda:

52
E

MY2Z 22 (7.7 =0

P! (17}

Por ser operadores lineales los aplicados, de (17).
se obtiene, finalmente:

8%u
atz .

L[u] +MV2 %Et'& c2v2Vu=0 (18)

No es dificil demostrar que (18) es satisfecha por
cada una de las componentes de la velocidad v . La
ecuacion (18) se escribe de forma equivalente como
sigue:

1 ofau_

— 19
c? at| at (19)

MV2U} -Vu=0

que es la ecuacion diferencial fundamental del fluido
viscoso no rotatorio reportada en {5], cuya ley de
dispersion es:

1

%

J
(20)

w

[ — {\/Jc4+m2M2 0?41V Vot + MR —c?
\/E/C4+m2M2

donde V=V, exp{i(k-x+ot)} con k= (ki, ko, k) ¥
X= (X4, Xo, Xa).



b) Caso rotatorio

Para este caso consideremos movimientos
bidimensionales, tales que (8/ 6%,V = 0. Entonces,
tomando en (16) el fluido ideal: M = 0, obtenemos:

32 202 1S = an
e WiV, V4a 2 =0 21
[at2 2|"2 T ax ot 1)
donde
7, v=2%1,9%

OXy OXs

Consideremos, ahora, las ecuaciones del fluido
ideal rotatorio:

BV, ap

A iav,+ =0 (22)
at 27 ax,

V2 av, =0 ' (23)
OVs  OP _ (24)
ot axy

190p o -

donde hemos supuesto que pp = 1 para simplificar las
expresiones. Sustituyendo la divergencia de v de (25)
y (0v,/at) de (23) en (21), obtenemos:

De (25):

vy 1__ op ov,

L 27
dx, c? a8t 0Oxg @7
Sustituyendo (27) en (26), obtenemos:

1182 L .lop «?8p a0V

3| =5 +€ Vila-—y o -a 20 (28)
c?| ot ot ¢ ot Xy -

Derivando (24) respecto a X3 y (28) respecto a ty
sustituyendo la primera en la segunda se obtiene
faci'mente, tras agrupar convenientemente:

2 2 2
1 1P vz 29°P _g (29)
3

(12
- : + -0
o7 |2 ot P 2P ax

que es la ecuacién fundamental de las ondas
bidimensionales en el fluido ideal rotatorio estudiada
en [1] y cuya ley de dispersion es:

w a —o
k=9 * 7o 30
c "\I‘OLZCOS:ZG—G\)2 (30)
donde p = pofi(ic- X +®t)} con k= (K, kz, ks) ¥
X = (X4, X2, Xa).

4. CONCLUSIONES

Como hemos podido apreciar, la ecuacion (16) de
las pequefas oscilaciones en un fluido viscoso
rotatorio y compresible reproduce como casos
particulares los de los fluidos viscosos no rotatorios
por un lado, y los de los fluidos ideales rotatorios por

1182  2.218p . 20V el otro y los contiene a ambos como casos
cz[é‘ti+° Va5 te b%y =0 (26)  particulares.
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