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RESUMEN

Se muestra que la ecuacién de Lorentz admite integracion exacta cuando el campo electromagnético
externo es constante. Para este fin se emplean los eigenvectores del tensor de Faraday y una ecuacion
diferencial de segundo orden para el vector tangente a la linea universo, origindndose asi un método
mas simple comparado con los procesos de Plebaiiski [1], Synge [2] y Pifia [3].

ABSTRACT

We show that the Lorentz equation admits exact mtegratlon when the external electromagnetic field is
constant. For such aim we employ the Faraday tensor and a 2th order differential equation for the
tangent vector to world line, which is a process more simple than the methods of Plebafski [1], Synge

[2] and Pifia [3].
1. INTRODUCCION o,

La trayectoria de una particula en el espacio de
Minkowski estd dada por una sucesion de eventos

x,(s):
i=v-1

donde s es el tiempo propio y la velocidad de la luz
en el vacic se ha reducido a la unidad. Entonces
las correspondientes velocidad, aceleracién y super
aceleracién nos quedan (emplearemos las canti-
dades y notacién de Synge [2,4,5]) :

X=X, Xg =Y, Xg =2, X4 =it,

(1

du,

_ax, _dA, _
r*E:H’r"‘_ds_: rT ds
(2)
Mde ==% medp =00 Apve = —pop,

Si la particula tiene una carga e, entonces la
ecuacion de Lorentz [4,6,7): -

b=2
m

proporciona su interaccidn con un campo electro-
magnéetico externo caracterizado por el tensor de
Faraday [4,8]:

0 B, -B, —iE,
-B, 0 B, -iE

Fo)=|g" 5 o | @
iE, iE, iE, O

- —
donde E y B son los vectores eléctrico y magné-
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tico, respectivamente, En la Seccién 2 introducimos
el tensor dual de Faraday, esto permite construir la
clasificaciéon de F, propuesta por Synge [2] y Pifia
[3], de fundamental relevancia en el estudio de las
soluciones de (3).

Nuestro problema consiste en integrar la ecuacion
de Lorentz cuando F,. es constante, {o cuai puede
hacerse mediante los enfoques:

a) Algebraico
Synge [2,9-11] demuestra que las curvaturas K,

r= 1223 de la linea universo son constantes, y de
las formulas de Frenet-Serret [10-12] obtienen una

- ecuacion diferencial de cuarto orden para la
velocidad A,
d* 2 2} d? 2.2
glr+(k2+k3 K KK =0 )

26

cuya solucién se apoya en el andlisis algebraico de
la correspondiente ecuacion caracteristica de Euler.

Por lo tanto,
-]

x.(s)=x.(0)+ I?L,(e)de

o

(6)

proporciona la curva en términos de las condiciones
iniciales x,(0) y A,{0).

b) Tensorial
La integracién de (3) es inmediata :

A (s) = exp(bsF,; )2 (0) 7



asi Plebafiski [1] y Pifa [3] indican como, calcular la
funcion exponencial de una matriz: (0 tensor) anti-
simétrica. Esto determina a 1.(s), y. nuevamente de

(6) puede obtenerse la trayectorla

En la Seccidn 3 exponemos un nuevo proceso
{que hemos liamado método aigebraico—tensorial)
para resolver (3), el cual se apoya en los eigen-
vectores y valores propios del tensor de Faraday.

2. CLASIFICACION ALGEBRAICA DE F,,

Mediante el simbolo €ama totalmente antisimétrico
de Levi-Civita podemos construir el tensor dual de
Faraday [4,8]:

x i E

Fac = 5 E_a.cmf] A_lmn_. v .
con expresién matriciél:
0 E, -E, iB, |
. -E 0 E, iB
Fo.l= 3 h 1 . 2 : )
( “) E, -E, 0. By ®)
-iB; -iB, -iB; 0

Todo tensor antisimétrico y su dual satisfacen las
identidades [1,3,8,13-15]: o .

FoFe- Fa Fre = zsac, "FraFre 48ac (10)
en donde:
Iy =FacFac =2(E2 _Bz)* |2=tFacFac =‘4E'B (11).

son los Gnicos invariantes (bajo transformaciones de
Lorentz) de F;, los cuales conducen a la clasificacion
del campo electromagnétlco introducida por Synge
[2.8,10] :

TippA:l, =0

TipoB: 1, <0, 1, =0

E e | (12)
Tipo C: I, =0, I, =0 campo Nulo

TipoD: |, >0, 1, =0.

Los casos indicados en (12) son de interés porque
las caracteristicas de la linea universo dependen de!
Tipo de F.. y de las condiciones iniciales. ~

También podemos escribir (11) enla forma de
Pifia [3]:

|, = 2HCosy , I, = 2HSeny, H20, 0<y <2, (13)

e

T %

-~y

asl (12) nos queda
TipocA: y=0, m, TipoB:'y=n,
Tipo C: H=0, TipoD: y=0.

‘El campo electromagnético es no — nulo si al
menos uno de sus invariantes es distinto de cero, en

este caso existen [4, 13, 16-18] dos eagenvectores

nulos v,y n, con valores propios +A:

FrcYc = A'Yr ’ Frcnc- =-An;, Yl."’Yr =

- i_:%(l?ﬂ%)%r.g%'o,

et =0,

1

W
-1 =JH —>0
4) Sen2> ,

ey
BTN

de sus direcciones principales nulas:

Fo = —yome - YeNe)+iB €gmn YmMa s

YaMa

Fe = [‘ﬁ(}'rnc _Ycﬂr)+ X €remn Yf-n'ﬂn]» - {16)

Yalla
B:e(u'ﬂ —e JﬁCos%zo, e=+1.

Notese que siempre se tendra y,n, =0 debido
a la independencia lineal de dichos eigenvectores
nulos.

3. METODO ALGEBRAICO-TENSORIAL

(14)

(15) ==

lo cual permite expresar a F; y su dual en-términos. - ...

- Este método no se ha localizado en la literatura

y consideramos que es mas simple y elemental
que los procesos de [1-3] porque solo involucra
relaciones muy conocidas de algebra tensorial.

En efecto, al emplear (10) en (3) resulta.una. . .
ecuacién diferencial de segundo orden para la

aceleracion de la carga:

d? bé
)

b i
laps ="T|2 Frehe (17)

lo cual permite estudiar con facilidad los tipos B, C y '

D porque para ellos I, =0, y una integracién da:

d2
ds?

b

At bk —v(0)+ |17L(0) (18)



de mayor simplicidad que (5). La naturaleza de las
raices o caracteristicas de (18) depende del
invariante |;, por tanto :

a=ibl,7n=1(—%>0.

Entonces la 4 - velocidad solucién de (18) es:

M(s)

Tipo B

1

A (0)- 55 v,

(0)+A e +Be™  (19)

donde las constantes de integracién Ay B se
determinan en funcién de las condiciones iniciales:

1, (0)=bFe2. 0)

v (0) = b?F F 1, (0} (20)

Si recordamos que e*®*¢ = Cosh(bAs)+ Senh(pis),

entonces (19) adquiere ia forma:

A (S) =

A (0)+ 317[ i, (0)Senh{brs)+

+ —:if v,(0)YCosh({brs)— 1),
y asi (6) conduce a la trayectoria:
% (s)= xr(0)+[s 8 + b;?@ (Cosh(brs)-1)F, +

1(1
+.;L_2(§ Senh(bAs) - s) Fy Fon } A (q) | ;21)

Tipo C

En estos casos I, =0 y es trivial resolver la
ecuacion (18)

A'r(s)=

2
s
A (0)+ e (05 +ve (0) -
entonces (8) implica |a linea universo:

x(s)

bs? h2g3 '
xr(o)"’[s 6rn +'2_Frn +_"“éS_'Frc Fcn}tn(o)

(22)
Tipo D

o =i, p= ‘E;»o

Aqui {18) tiene la solucion

~Q

xr(s)=xr(0)+51-5u,(0)8en(brs's)—,

1
o (0)(Cos(bps)~

1)

de donde:

v (5)= xr(o);[s 5. '_'b

—z}j—g(cos(nas)-ﬂﬁn -

131 (b1BSen(nBs) SJF Fcn}k (C) (23)

Ahora sélo nos resta considerar el tipo A y para
este fin debemos analizar un poco mas el miembro
derecho de (17). Las expresiones (16) permiten
escribir al tensor de Faraday en funcién de su dual si
en ellas eliminamos el simbolo de Levi-Civita, en
efecto:

2
(B + —%](Ymc ~Yenyr)

1

YaNa

-

Fe =

B [+

que al sustituir junto con (3) en (17) implica

,
E—;ur szzCos u, =£,(s) (24)
ds

en donde

b3
18)= 222 (yne —ven e (25) -

Tal

a

Sin embargo de (3) y (15) es facil ver que:
Yehe = kc(O}yce*bls v Mehe A (O}ncems
que en union de (15) y (16) determinan f,(s) via (25):

f.(s) = M,Cosh(brs)+ N Senh{brs),
M, =b3(3,2F,c torp J 2¢(0), (26)

N, = b%[(i+%)ﬁm -F, Fc,,}xc(o).

Sustituyend'o (26) en (24) se logra la solucién;

u,(s)= BrCosh(bHs : Cos—;-) + C,Sen(bHs : Cos—;ﬂ +

1
—-.:f S),
+2b2?\. I’()



' 1 . , _ en donde se ha empleado |a identidad:
B, =k (0)- =M. (27)
2b*h 1 1
A (0)+ C-——=N.=0  (29)
= L A bHCos T 2070
bHCos% 201

con i1,(0) ¥ v,(0) dadas por (20).
generandose asl la trayectoria: ' :
Asi queda completamente resuelto el movimiento
‘ de una carga puntual bajo los diversos tipos de

X, (8)=x (0)——[[005['3"'5'COS%J‘qBr —  campos electromagnéticos constantes. Nuestras
bHCos L expresiones (21), (22), (23) y (28} coinciden con ias

1 28 relaciones (4.6), {4.7), (4.8) y (4.9) de Pifia [3).
_Sen(bHs-Cos%JC,:l +m_(fr(s)—wl,) _ - _
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