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RESUMEN

Analizamos tres Sucesiones Binarias No-Fibonacci, y estudiamos el caracter del espectro para
problemas simples. Se demuestra el caracter Pisot, asi como que los espectros de todos estos

problemas son singulares continuos.

ABSTRACT

We analize three Binary Non-Fibonaccian Sequences and analyse the character of the spectrum for
simple problems. We prove the Pisot character of these sequences. It is shown that the spectra of all

these problems are singular continuous.

INTRODUCCION

A partir del descubrimiento de los cuasicristales ha
aumentado el interés en sistemas que estdn a mitad
de camino entre los ordenados y los desordenados
(vea [1] y las referencias que alli se dan). Entre estos
sistemas se destacan las Heteroestructuras Cuasi-
requlares (QH: Quasiregular Heterostructures) [2,3].
Estas consisten en una sucesién de capas construidas
de acuerdo con cierta Regla de Sustituciéon, de
manera que resulta un sistema no periédico pero con
un algoritmo preciso de secuenciacién de las distintas
capas (QS: Quasiregular Sequences). La aplicacién
reiterada de la regla de sustitucion a partir de una
semilla da las sucesivas generaciones y en el limite el
sistema cuasiregular. Por ejemplo, sea la regla de
sustitucién de Fibonacci

Crio(A) = AB
Eriso(B) = A

Si la semilla es una capa de material A la aplica-
cién sucesiva de esta regla nos lleva a los sistemas

A=A,

A, = AB,

As;= ABA,

A,= ABAAB,

As = ABAABABA,

etc.

La QH de Fibonacci seria

A..= ABAABABA...

Si nos abstraemos del caracter fisico de los
simbolos y analizamos la sucesién de letras A
y B tenemos la Sucesién Cuasiregular (QS) de
Fibonacci.

Con un alfabeto de dos letras se pueden formar un
sinnumero de QS. En [4] se pueden ver las defini-
ciones mas Utiles para la caracterizacién de estas
sucesiones y sus correspondientes heteroestruc-
turas. Entre estas definiciones se destacan las de
a) alfabeto, b) cardinal del alfabeto, ¢) generacién o
cadena candnica de orden n, d) letra generadora,
e) QS primitiva, e) QS de Pisot, f) Matriz Caracte-
ristica de la QS, etc. Mas recientemente [5] hemos
introducido el concepto de indice de inflacion de una
letra, indice de inflacién de una regla e indice de
inflacion de la QS. Por brevedad no repetiremos
aqui estas definiciones.

Ademas de la QS de Fibonacci (con indice de
inflacion 3), otras QS binarias, o0 sea, creadas con
alfabetos de dos letras, han sido también muy
estudiadas. Asi tenemos las QSs de Thue-Morse
(con indice de inflacion 4), Period Doubling (con
indice de inflacion 4), y la llamada Binary Non-Pisot
(con indice de inflacion 5). También han sido
estudiadas, pero con menos detalles, la Fibonacci
Generalizada, Thue-Morse Generalizada, etc. Un
analisis sencillo indica que sélo hay 4 posibilidades
de QSs binarias con indice de inflacién 2. Con indice
de inflacion 3 hay 16 QSs. Existen 48 con indice de
inflacién igual a 4. Las de indice de inflacién 2 no
tienen ningun interés pues tres de ellas coinciden
con los respectivos masivos mientras que la cuarta
no tiene punto fijo, o0 sea, que la aplicacién sucesiva
de la regla oscila y no conduce a una estructura
determinada. Si nos centramos en las de indice de
inflacién igual a 3 veremos muchas sin interés por
razones andlogas. Otras han sido ya estudiadas
como las mencionadas mas arriba. Con indice de
inflacibn 4 pasa algo semejante, pero aqui
encontramos tres que no han sido estudiadas con
detalle, a saber:



Ei(A) =B
E1(B) = ABB
E(A) = B
:(B) = BAB
Es(A) = B
Es(B) = BBA

Las QSs 1 y 3 fueron definidas en trabajos ante-
riores pero no han sido estudiadas a profundidad
(ver [2] y las referencias que alli se dan). La QS 2
hasta donde conocemos, no ha sido estudiada.

Se estan investigando con bastante énfasis los
posibles usos de las QHs en dispositivos [3]. Una de
las propiedades mas cautivantes de estos sistemas
es que muchas excitaciones elementales tienen
espectro singular continuo. Bajo condiciones bastante
generales esta propiedad se ha demostrado en
varias de estas QSs; la demostracién no es valida
para la Rudin Shapiro [2].

El objetivo entonces del presente trabajo es
caracterizar estas tres Sucesiones Cuasiregulares
Binarias hasta el punto de predecir el caracter del
espectro de excitaciones elementales simples, como
son el espectro electrénico en aproximacién de
masa efectiva o las oscilaciones elasticas.

A continuacién presentaremos tres secciones
dedicadas a estas tres QS. Después formularemos
algunas conclusiones.

La QS &,(A) = B; &(B) = ABB

Esta QS no tiene letra generadora. Sin embargo
no es dificil ver que tiene punto fijo. Sus primeras
cadenas canonicas son

A=A

A2=B,

A; = ABB,

A,= BABBABB,

As = ABBBABBABBBABBABB
etc.

Al tener indice de inflacién 4 el nimero de letras
crece bastante rapido de una generacion a otra.

Es evidente también que esta QS es primitiva y
que su Matriz Caracteristica es

0
1

1

cuyos autovalores son

oy =
A

2,4142...
- 0,4142...

32

A4 es real y mayor que la unidad, y A, es de médulo
menor que uno. Por lo tanto, la matriz y la QS son
de Pisot.

Una consecuencia inmediata de la propiedad Pisot
es que esta QS puede obtenerse por el método de
corte y proyeccion (cut and project) [6,7].

La regla en cuestion induce la siguiente relacion
de recurrencia entre las cadenas candnicas:

An = Bn-1
Bn = An-1 Bn—1 Bn-1

Ahora pensemos en un problema simple cual-
quiera estudiado por matrices de transferencia de
orden 2 y de moédulo unidad. Llamemos de la forma
siguiente a las trazas de ciertas matrices representa-
tivas de las distintas generaciones:

Xn = TrA]
Yo =Tr[By]
Z, = Tr[A, By

Asi las cosas, las relaciones de recurrencia entre
las matrices representativas de las cadenas cano6-
nicas induce la siguiente relacién o mapa de trazas
de esta QS:

Xn+1 = Yn

Yn+1 = YnZnXn

Znit = Tr{An1Bnid]
= Tr[Bn A\B,7]

= Tr[B.2 ByA/]
= Tr[By] Tr[Bn BnAs] — Tr[BA]

= Yn(YnZn'Xn)'Zn

De este mapa de trazas se deriva directamente el
mapa de trazas reducido

X->y

y->yz
z->vyyz

y la correspondiente sustitucién auxiliar ¢ sobre
C = {y,z} semiprimitiva.

La aplicaciéon del Teorema de Bovier-Ghez [8]
conduce sin mas a que esta QS tiene espectro
singular continuo y esta soportado en un conjunto de
medida de Lebesgue nula. Solamente habria que
hacer la misma salvedad que hacen Bovier y Ghez
respecto de la Sucesion Circular: al no tener letra
generadora la aplicacién del teorema se salva al
notar que la QS tiene un ciclo de longitud 2.



La QS &(A) = B; &(B) = BAB

B es letra generadora. A no lo es. Como la
aplicacién de la regla hace que la longitud de las
sucesivas generaciones crezca sin limites, la QS
tiene punto fijo. Las primeras cadenas canonicas
son:

A=A,

A= B,

Az = BAB,

A, = BABBBAB,

As; = BABBBABBABBABBBAB
etc.

La matriz caracteristica es la misma que para la
primera sucesion bajo estudio por lo que ésta
también es Pisot, con todo lo que ello implica.

El mapa de trazas es

Xn+1 = Yn
Yn+1 = YnZn - Xn
Znyt = yn(ynzn - Xn) - Zy

0 sea, el mismo de la QS &;. El resto del analisis es
similar al hecho en el caso anterior. Esta QS resulta
cumplir las hipotesis del Teorema de Bovier-Ghez.
Como tiene letra generadora no hay que hacer la
salvedad que hicimos en el caso anterior.

La QS &(A) = B; &(B) = BBA

B es letra generadora. A no lo es. La sucesion
tiene punto fijo. Veamos las primeras cadenas
candnicas:

A=A,
A>=B,
Az = BBA,

A, = BBABBAB,
As = BBABBABBBABBABBBA
etc.

La matriz caracteristica es la misma que para la
dos primeras sucesiones bajo estudio por lo que
ésta también es Pisot, con todo lo que ello implica.

El mapa de trazas también es el mismo, asi como
los detalles de la aplicacion del Teorema de Bovier-
Ghez.

CONCLUSIONES

Hemos demostrado que las tres QSs estudiadas
son de Pisot y satisfacen las hipotesis del Teorema
de Bovier-Ghez con lo cual las excitaciones
elementales simples tendrdn espectro singular
continuo soportado en un conjunto de medida de
Lebesgue nula.

Las tres QS tienen la misma matriz caracteristica.
Esto no es de sorprender pues ésta sélo viene dada
por la cantidad de letras de cada tipo en cada regla.
Ya menos esperado es el hecho de que las tres
tienen el mismo mapa de trazas. Esto se explica por
las reglas tan simples y las propiedades de la traza
del producto de matrices.

Estos resultados completan el estudio de las QSs
de indice de inflacion 4.

Como es conocido, existen QSs que no satisfacen
las hipétesis del Teorema de Bovier-Ghez. Probable-
mente el ejemplo mas conocido es el de la QS de
Rudin-Shapiro. Segun los resultados que han sido
presentados en este trabajo, para tener tal situacion
hay que ir a QSs binarias con indice de inflacién
mayor de 4 y/o a QSs con alfabetos mas numerosos.
Este trabajo continua con el andlisis de tales
variantes. Ver por ejemplo, el trabajo que sera
proximamente publicado al respecto [9].
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