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Durante la primera guerra mundial el ejército alemán mostró al
mundo su poder militar, diseñando armamento que desafiaba
los lı́mites tecnológicos y fı́sicos conocidos. Entre estos diseños
destaca el Wilhelmgeschutze, también conocido como cañón de
Parı́s, que logro triplicar el alcance de las mejores armas de la
época, además de alcanzar por primera vez escalas atmosféricas.
Teniendo en cuenta datos conocidos sobre el cañón de Parı́s, se
realiza la simulación y descripción matemática de la trayectoria
descrita por un proyectil disparado por dicha arma, considerando
las fuerzas de rozamiento, gravedad y centrı́fuga, además del
efecto Coriolis.

During the World War I, the German army showed a great
armament power, designing weapons that go beyond to the ever
known technological and physical limits at that time. Among these,
the most remarkable gun was the Wilhemgeschutze, known as
Paris gun. It surpassed almost three times the range of the
best cannons of the time, and for the first time is reached the
stratosphere by a projectile. In this paper, we use the reported data
of the gun during the bombard to Paris, to develop a mathematical
and computational model, that describes the trajectory of a
Paris gun projectile. The model considers the drag force, gravity,
centrifugal force and Coriolis effect.

PACS: Ordinary differential equations (Ecuaciones diferenciales ordinarias), 02.30.Hq; history of science (historia de la ciencia), 01.65.+g;
approximation methods: equations of motion (métodos de aproximación: ecuación de movimiento), 04.25.-g.

I. INTRODUCCIÓN

La compañı́a de acero Krupp fue la encargada del
desarrollo armamentista de Alemania durante la primera
guerra mundial [1]. Desde 1909 esta empresa estaba a
cargo del diplomático Gustav Von Bohlen und Halbach,
posteriormente conocido como Gustav Krupp, quien habı́a
contraı́do matrimonio con la heredera de Krupp, Bertha
Krupp, el 15 de octubre de 1906 [2].

Figura 1. Gustav Von Bohlen y Bertha Krupp en 1927. Tomado de
http://www.thyssenkrupp.com.

La nueva orientación de la empresa no fue bien vista por
sus clientes en el exterior, sin embargo lograron consolidarse
en el mercado alemán y en los paı́ses aliados de Alemania,
recibiendo grandes beneficios por parte del gobierno sin
perder su autonomı́a como empresa [3].

Posteriormente Krupp AG obtuvo grandes dividendos de
los contratos armamentistas después de la primera guerra
mundial, siendo encargados del rearme nacional para la
segunda guerra mundial [4], para lo cual contaron con mano
de obra de los campos de concentración [5], razón por la que
fueron incluidos en los juicios de Nuremberg [6].

Figura 2. Fábrica de Krupp en 1929, tomado de
http://www.thyssenkrupp.com.

Entre las armas desarrolladas por Krupp destacan los
cañones de largo alcance, cuya fabricación estuvo a cargo
del jefe de diseño de artillerı́a Fritz Rausenberger [7], entre
ellos: el cañón Big Bertha de calibre 420 mm, con un peso
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de 47 toneladas, transportado en 5 secciones [8], utilizado
en batallas en Francia y Bélgica, destacando la batalla de
Verdún en 1916 [9]; el cañón Wilhelmgeschutze, o emperador
Wilhelm, calibre 210 mm con 138 toneladas de peso, y
una longitud alrededor de 34 metros [10], utilizado en el
bombardeo a Parı́s que inició el 23 de Marzo de 1918,
perpetrado desde los bosques de Crepy a una distancia
cercana a los 120 km de Parı́s [11], por dicho bombardeo
esta arma también es conocida como el cañón de Parı́s.

A menudo el cañón Wilhelmgeschutze, que en adelante
llamaremos cañón de Parı́s, es confundido con el cañón Big
Bertha; esta confusión se debe a que durante la guerra se
denominó Big Bertha a todos los cañones de largo alcance
alemanes [12].

Figura 3. Cañón de Parı́s, 1918. tomado de: http://www.thyssenkrupp.com.

El cañón de Parı́s era considerada un arma temible debido
a su alcance de 120 km, logrando casi triplicar los 48 km
de alcance del Luegenboom-Dunkirk que era considerada
por muchos el arma de mayor alcance de la época [13]. Sin
embargo, la precisión del cañón de Parı́s estaba por debajo
de lo normal para un arma de artillerı́a [14], pese a ello era
capaz de generar un gran impacto psicológico [15].

Debido a los avances de las fuerzas aliadas, las armas de largo
alcance retornaron a Alemania donde se presume fueron
destruidas [16], razón por la cual los aliados no lograron
capturar el cañón de Parı́s. Posteriormente los cañones de
largo alcance fueron prohibidos en el tratado de Versalles
[17]. Pese a esto en la segunda guerra mundial apareció el
cañón Schwerer Gustav, también conocido como cañón Dora,
considerada el arma de artillerı́a más grande utilizada en
combate [18], además de diversas armas antiaéreas montadas
en vı́as férreas, entre otras innovaciones [19].

La importancia de los cañones de largo alcance va más allá
de su uso como armas, ya que el cañón de Parı́s logró ubicar
por primera vez un objeto a escalas atmosféricas [20]. En
esta dirección continuó el proyecto HARP, que en inglés
significa High Altitude Research Project, iniciado en 1961 por
la armada de Estados Unidos y el departamento de defensa
de Canadá [21]. Como parte del proyecto HARP se construyó
un cañón en Barbados, con el cual se lograron alturas entre
97 y 113 km [22]; el 19 de noviembre de 1966 uno de estos

cañones, diseñados por Gerald Bull, logró llevar un proyectil
de 84 kg a una altura récord de 179 km [23].

El cálculo de la trayectoria de un proyectil sigue siendo
un problema de interés ya sea por razones fı́sicas [24],
pedagógicas [25], o incluso para proponer innovaciones
[26]. Por lo anterior, la modelación de la trayectoria de
un proyectil, disparado por el cañón de Parı́s, resulta ser
un problema adecuado en el desarrollo de un curso de
modelamiento y simulación, de matemática aplicada, e
incluso como proyecto de investigación para estudiantes
de ciencias básicas o ingenierı́a, ya que corresponde a un
problema en contexto que permite realizar simulaciones de
situaciones reales, fomentando la comprensión de fenómenos
fı́sicos [27], además el marco histórico permite generar
motivación en los estudiantes [28].

II. CONSIDERACIONES INICIALES

El cañón de Parı́s era disparado con un ángulo de elevación
de 55.0◦, impulsando un proyectil de 120 kg, a una velocidad
de salida aproximada de 1.60 × 103 m/s [29], que equivale a
más de cuatro veces la velocidad del sonido. En condiciones
ideales, el proyectil recorre 245 km, logrando un tiempo de
vuelo de 267 s y una altura máxima aproximada de 8.76×104

m, en este caso el recorrido del proyectil es máximo al
considerar un ángulo de elevación de 45.0◦, no obstante esto
no es cierto si se consideran otras fuerzas, distintas del campo
gravitatorio uniforme, que afectan al proyectil durante su
desplazamiento.

Dado que se desea estudiar el movimiento relativo de un
objeto respecto a la tierra, es conveniente considerar un
sistema coordenado con las siguientes caracterı́sticas: El
origen debe encontrarse en el centro de la tierra, de este modo
un objeto ubicado en P tendrá asociado un vector posición
r que va desde el origen hasta P. La rotación terrestre tiene
velocidad angular Ω con magnitud constante ω, tomando
como eje de rotación al eje z [30].

Figura 4. Sistemas de referencia considerados.

Debido a que el alcance del proyectil es pequeño en
comparación con el radio terrestre, se considera la tierra
localmente plana en el punto P y λ constante.
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La velocidad de P con respecto al sistema de referencia
inercial es

ṙ = Ω × r + ṙ
∣∣∣
obj
, (1)

donde ṙ|obj representa la velocidad de P con respecto al marco
de referencia fijo a la tierra yΩ× r es inducido por la rotación
de dicho marco [31]. Análogamente, se lleva a cabo el cálculo
de la aceleración a = r̈, obteniendo

a =
d
dt

[ṙ] ,

a =
d
dt

[
Ω × r + ṙ

∣∣∣
obj

]
,

a = Ω̇ × r +Ω × ṙ +
d
dt

[
ṙ
∣∣∣
obj

]
.

(2)

Como ṙ = Ω × r + ṙ
∣∣∣
obj

, y
d
dt

[
ṙ
∣∣∣
obj

]
= Ω × ṙ

∣∣∣
obj

+ r̈
∣∣∣
obj

[31],
entonces

a = Ω̇ × r +Ω ×
[
Ω × r + ṙ

∣∣∣
obj

]
+

[
Ω × ṙ

∣∣∣
obj

+ r̈
∣∣∣
obj

]
,

a = Ω̇ × r +Ω ×Ω × r +Ω × ṙ
∣∣∣
obj

+Ω × ṙ
∣∣∣
obj

+ r̈
∣∣∣
obj
,

a = Ω̇ × r +Ω ×Ω × r + 2Ω × ṙ
∣∣∣
obj

+ r̈
∣∣∣
obj
.

(3)

Como la velocidad de rotación terrestre se asume constante
se tiene que Ω̇ × r = 0, por lo tanto

r̈
∣∣∣
obj

= a − 2Ω × ṙ
∣∣∣
obj
−Ω × [Ω × r]. (4)

La aceleración a se debe a las fuerzas de gravedad y
rozamiento, que se consideran como las únicas que actúan
sobre el proyectil, mientras que −Ω × [Ω × r] y −2Ω × ṙ|obj
son aceleraciones que corresponden a las fuerzas que surgen
debido a la no inercialidad del sistema fijo a la tierra, fuerza
centrı́fuga y de Coriolis respectivamente [32].

II.1. FUERZAS DE CORIOLIS

La fuerza de Coriolis es de gran importancia para la
simulación de la trayectoria descrita por un proyectil,
disparado por un cañón de largo alcance, ya que
no contemplarla puede generar desviaciones en la
trayectoria planeada, como se evidenció en 1914 durante el
enfrentamiento entre las armadas inglesa y alemana conocido
como la batalla de las Malvinas, islas ubicadas cerca de
Argentina, durante la cual los proyectiles de los cañones
disparados por la armada inglesa sufrı́an una desviación
aproximada de 100 m respecto al objetivo, debido a que sus
armas estaban calibradas para contrarrestar el efecto Coriolis
en el hemisferio norte [33].

Dado queΩ = ω cos(λ)̂+ω sen(λ)k̂, como se muestra en [34],
y considerando el vector posición r = rx ı̂ + ry ̂ + rzk̂, y la
velocidad v = ṙ|obj = vx ı̂ + vy ̂ + vzk̂, se obtiene que la
aceleración de Coriolis −2Ω × v, obtenida en la ecuación (4),
es dada por

−2ω
[
(vz cos(λ) − vy sen(λ))ı̂ + vx sen(λ)̂ − vx cos(λ)k̂

]
, (5)

donde λ corresponde a la latitud del lugar y ω corresponde
a la magnitud de la velocidad angular terrestre Ω, como se
muestra en la Fig. 4.

Para calcular ω se tiene en cuenta que el dı́a sideral medio
tiene una duración cercana a 23 h 56 min [35], equivalente
a 8.61 × 104 s; la diferencia del dı́a sideral medio respecto a
las 24 h de un dı́a no es considerable en un periodo corto
de tiempo, no obstante genera una desviación cercana a
medio dı́a transcurridos mil años. De este modo la velocidad
angular terrestre es 2π radianes por dı́a sideral medio, luego
ω = 7.29 × 10−5 rad/s.

Dado que el recorrido y la altura máxima del proyectil
son pequeños en comparación con el radio terrestre, se
considera la tierra localmente plana y λ constante durante
el movimiento; además al ser ω constante, se observa que
Ω constituye un campo uniforme en el sistema de referencia
local, presentado en la Fig. 4.

II.2. FUERZA CENTRÍFUGA

La aceleración debida a la fuerza centrı́fuga, obtenida en la
ecuación (4), es dada por ac = −Ω × [Ω × r]. Por lo anterior,
la aceleración centrı́fuga es perpendicular a Ω, y actúa hacia
afuera de la tierra [36], como se muestra en la Fig. 5.

Figura 5. Aceleración centrı́fuga.

Por lo tanto, la aceleración centrı́fuga en el punto P es dada
por ac = R cos(λ)ω2r⊥, donde r⊥ denota la dirección de ac
que, como se aprecia en la Fig. 5, es ortogonal a Ω [37]. Por
lo anterior, la aceleración centrı́fuga en P es dada por

ac = R cos(λ)ω2[− sen(λ)̂ + cos(λ)k̂ ]. (6)

II.3. FUERZA GRAVITACIONAL

La ley de gravitación universal afirma la existencia de una
fuerza de atracción entre dos cuerpos, además muestra que
dicha fuerza es proporcional al producto de las masas de
los cuerpos en interacción, e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia que los separa. En este caso la
interacción es tierra-proyectil, por lo tanto la magnitud de
la fuerza gravitacional queda descrita como

Fgravedad = G
MTMP

d2 , (7)
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donde G = 6.67×10−11 Nm2/kg2 es la constante de gravitación
universal, MT = 5.97 × 1024 kg es la masa terrestre [38], MP
la masa del proyectil, d la distancia entre los cuerpos. En
particular se puede estimar que d = R + h, donde R es el
radio promedio terrestre, 6.36 × 106 m [39], y h la altura a
la que se encuentra el proyectil, medida desde la superficie;
obteniendo ası́ que la fuerza gravitacional, presentada en la
ecuación (7), depende únicamente de la altura h.

II.4. FUERZA DE ROZAMIENTO

En este artı́culo se considera que el rozamiento es
proporcional al cuadrado de la velocidad, del mismo
modo que en [40], y que la resistencia del aire decrece
exponencialmente con la altura, debido a la menor densidad
del aire a mayor altura, como se muestra en [41]; con lo cual
la fuerza de rozamiento, siguiendo [42], queda descrita como

Frozamiento = ke−
z
L |v|v, (8)

donde k es un coeficiente que depende de la sección
transversal del proyectil y el medio en que se desplaza [43],
y L = 1.00 × 104 m es la escala atmosférica.

III. MODELO MATEMÁTICO

En virtud de la segunda ley de Newton, y considerando que
el proyectil sufre las fuerzas de gravedad, arrastre, de Coriolis
y centrı́fuga, la fuerza total sobre el proyectil es dada por

F = Fgravedad + Frozamiento + Fcoriolis + Fcentrı́fuga. (9)

Considerando que la fuerza actúa de manera radial

aMP = −
GMTMP

(R + h)2 r̂− ke−
z
L |v|v− 2MPΩ×v−MPΩ×Ω× r. (10)

Dividiendo en MP y tomando β =
k

MP
, se obtiene que

a = −
GMT

(R + h)2 r̂ − βe−
z
L |v|v − 2(Ω × v) −Ω × (Ω × r). (11)

Considerando las ecuaciones (5) y (6) se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones

d2x
dt2 = −β|v|vxe−

z(t)
L − 2ω[vz cos(λ) − vy sen(λ)],

d2y
dt2 = −β|v|vye−

z(t)
L − 2ωvx sen(λ) − Rω2 cos(λ) sen(λ),

d2z
dt2 =

−GMT

(R + z(t))2 − β|v|vze−
z(t)
L + 2ωvx cos(λ)+

+ Rω2 cos2(λ),

(12)

donde x representa la dirección oeste-este, y representa la
dirección sur-norte, z representa la altura, x(t), y(t), z(t)
corresponden a la posición del proyectil en el instante t;
MT la masa terrestre, R el radio promedio terrestre, ω la

magnitud de la velocidad angular terrestre, λ la latitud del

lugar, |v| =
√

v2
x + v2

y + v2
z corresponde a la magnitud de la

velocidad.

Dado que el cañón de Parı́s tenı́a un alcance aproximado
de 120 km [44], y disparaba proyectiles de 120 kg [45], se
estima β numéricamente de tal manera que al disparar con
un ángulo de 55.0◦, sin considerar la fuerza de Coriolis ni la
fuerza centrı́fuga, el alcance sea 120 km con un error absoluto
menor a un metro; por lo tanto β = 3.16×10−5 m−1, obteniendo
ası́ k = 3.80 × 10−3 kg/m.

Cabe destacar que el sistema de ecuaciones diferenciales
propuesto en la ecuación (12) es no lineal e involucra
ecuaciones diferenciales de orden 2, por lo cual buscar una
solución analı́tica no es conveniente, siendo necesario aplicar
métodos numéricos; en particular se aplica el método de
Runge-Kutta de orden 4, conocido como RK4, ya que posee
un alto orden de convergencia [46].

Debido a que el método de Runge-Kutta trabaja sobre
ecuaciones diferenciales de orden 1, es necesario realizar
un cambio de variables adecuado al sistema de ecuaciones
diferenciales, con el fin de reducir el orden de las ecuaciones;
considerando las variables u1,u2,u3,u4,u5,u6 definidas como

u1 = x, u2 =
dx
dt
, u3 = y, u4 =

dy
dt
, u5 = z, u6 =

dz
dt
. (13)

Se reescribe el sistema de 3 ecuaciones de orden 2, descrito
en la ecuación (12), mediante las variables u1, u2, u3, u4,
u5, u6, obteniendo ası́ el siguiente sistema de 6 ecuaciones
diferenciales de orden 1

u′1 = u2,

u′2 = −β|v|u2e−
u5
L − 2ω[u6 cos(λ) − u4 sen(λ)],

u′3 = u4,

u′4 = −β|v|u4e−
u5
L − 2ωu2 sen(λ) − Rω2 cos(λ) sen(λ),

u′5 = u6,

u′6 =
−GMT

(R + u5)2 − β|v|u6e−
u5
L + 2ωu2 cos(λ) + Rω2 cos2(λ),

(14)

donde |v| =
√

u2
2 + u2

4 + u2
6. El sistema de ecuaciones

diferenciales es considerado con las condiciones iniciales

u1 = 0, u2 = v0 cos(θ) cos(α),
u3 = 0, u4 = v0 cos(θ) sen(α),
u5 = 0, u6 = v0 sen(θ),

(15)

donde v0 es la velocidad inicial del proyectil, α es el ángulo
de azimut y θ el ángulo de elevación del cañón.

IV. RESULTADOS

En este artı́culo se supone que un proyectil en el aire
durante su recorrido sufre las fuerzas de gravitación y
rozamiento, además de las fuerzas centrı́fuga y de Coriolis.
Considerando las fuerzas mencionadas anteriormente, se
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realiza una simulación de un disparo con el cañón de Parı́s
teniendo en cuenta los siguientes datos: latitud λ = 51.0◦,
aproximadamente la latitud de Parı́s [47], ángulo de azimut
0◦, ángulo de elevación 55.0◦, con una velocidad inicial del
proyectil de 1.60× 103 m/s. Los resultados son presentados a
continuación.
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Figura 6. Simulación considerando y despreciando la fuerza de Coriolis y la
fuerza centrı́fuga.

El proyectil dura 2.00×102 s en el aire, alcanzando una altura
máxima de 4.65 × 104 m, ubicando el proyectil en la parte
superior de la estratosfera [48]. En la Fig. 6 se observa la
desviación en la trayectoria debido a la fuerza de Coriolis y
a la fuerza centrı́fuga, que resulta ser del orden de 1, 59× 103

m en dirección sur; esto muestra que si bien las fuerzas de
Coriolis y centrı́fuga no afectan la trayectoria tanto como
lo hacen las fuerzas de gravedad y arrastre, generan una
desviación considerable.

Al realizar un recorrido del orden de kilómetros la curvatura
terrestre toma importancia. Debido a que el desplazamiento
es pequeño, en comparación con el radio promedio terrestre,
se supone que la tierra es redonda en el segmento donde
se desplaza el proyectil, lo que permite obtener el ángulo
barrido por la trayectoria simulada mediante la expresión
Rφ = l. Tomando el radio promedio terrestre R = 6.36×106 m
y el recorrido del proyectil l = 1.21 × 105 m se obtiene que
φ = 1.91 × 10−2 rad, es decir φ = 1.09◦.

Figura 7. Representación del ángulo barrido por la trayectoria del proyectil,
y el horizonte observado desde el lugar de disparo.

Conociendo el ángulo de barrido φ, se determina cuanto
recorre el proyectil por debajo del horizonte del cañón. En
la Fig. 7, el punto A es el lugar de salida del proyectil y el
punto C es el lugar de llegada; se aprecia que la longitud de

los segmentos OA y OC es R, mientras que la longitud del
segmento AC es l; si se denomina E a la longitud del segmento
BC y X a la longitud del segmento AB, en la Fig. 7 se aprecia
que X = R tan(φ). Por el teorema de Pitágoras se obtiene que
(R + E)2 = R2 + X2 por lo tanto E =

√

R2 + X2 −R = 1.13× 103

m. Por lo anterior se concluye que el blanco se encuentra
cerca de un 1 km por debajo del horizonte del cañón.

Suponiendo que se conoce la ubicación de un blanco, resulta
natural cuestionarse acerca de los ángulos de azimut y
elevación que permitan impactar el blanco. La búsqueda de
dichos ángulos no es tarea sencilla, sin embargo mediante la
aplicación de métodos numéricos pueden estimarse, debido
a que las funciones recorrido en las direcciones planteadas
son funciones continuas.

Considerando un blanco que se encuentra a 100 km en
dirección este y 1 km en dirección norte, y suponiendo que el
disparo se considera exitoso si el proyectil cae en un rango de
10 m se obtiene que el ángulo de elevación a tomar es 66.82◦

y el ángulo de azimut es 1.45◦; en cuyo caso el proyectil cae
a menos de 4 m del blanco en dirección norte y menos de 1
m en dirección este. El proyectil dura cerca de 2.28× 102 s en
el aire, recorriendo 7.85× 102 m por debajo del horizonte del
observador. Si se desprecian la fuerza de Coriolis y la fuerza
centrı́fuga, se impacta el blanco considerando el ángulo de
elevación cercano a los 67.02◦ y el ángulo de azimut cercano
a 0.57◦.

V. CONCLUSIONES

La aceleración gravitacional puede calcularse como se
describe en la ecuación (7), o considerando un campo
uniforme y homogéneo, tomando el valor constante g. En
ambos casos los resultados obtenidos son similares ya que
la altura lograda por el proyectil z(t), medida desde la
superficie, es pequeña en comparación con el radio promedio
terrestre R, por lo cual g y GMT

(R+z(t))2 son muy cercanos, para
cualquier t.

En la simulación realizada de un disparo con el cañón de
Parı́s, presentada en la Fig. 6, el proyectil efectúa un recorrido
vertical cercano a un kilómetro por debajo del horizonte del
observador, por lo cual el no considerar la curvatura terrestre
puede generar problemas en la precisión del disparo.

La corrección del efecto Coriolis se lleva a cabo mediante una
leve modificación en los ángulos de disparo [49], lo que puede
llevar a pensar que este efecto es irrelevante; sin embargo, al
considerar la fuerza de Coriolis se observa un incremento del
orden de 7.10 × 102 m en el recorrido en sentido este, y una
desviación del orden de 1.30 × 103 m en dirección sur, con
respecto a la trayectoria simulada al considerar únicamente
las fuerzas de arrastre y de gravedad, presentada en la Fig. 6.

Dado que Ω × (Ω × r) es de magnitud proporcional a ω2,
con ω = 7.29 × 10−5 rad/s, puede pensarse que la fuerza
centrı́fuga es despreciable. No obstante, al considerar la
fuerza centrı́fuga se observa una desviación en sentido sur
de 3.00 × 102 m y un incremento del orden de 1, 20 × 103 m
en el recorrido en sentido este, con respecto a la trayectoria
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simulada al considerar únicamente las fuerzas de arrastre y
de gravedad, presentada en la Fig. 6.

La modelación de problemas como el cálculo de la trayectoria
de un proyectil permite poner en práctica los conocimientos
de mecánica clásica y álgebra vectorial, induciendo en el
estudiante la necesidad de extender los conceptos adquiridos
en dichas áreas, con la finalidad de reconocer que al
considerar fuerzas adicionales a la fuerza de gravedad se
obtiene un modelo fı́sico más acertado, permitiendo una
descripción detallada de la trayectoria descrita por una
partı́cula en el espacio-tiempo.
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131.

[44] W. Hosch, America at war World War I: People, Politics,
and Power, (Britannica Educational Publishing, New
York, USA, 2010), pp. 89.

[45] J. Kinard, Artillery: An illustrated history of its impact.
(ABC-CLIO, California, USA, 2007), pp. 257.

[46] G. Sewell, The numerical solution of ordinary and
partial differential equations, (John Wiley & sons, New
Jersey, USA, 2005), pp. 52-53.
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