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Durante la primera guerra mundial el ejército aleman mostr6 al
mundo su poder militar, disehando armamento que desafiaba
los limites tecnolégicos y fisicos conocidos. Entre estos disefios
destaca el Wilhelmgeschutze, también conocido como cafnén de
Paris, que logro triplicar el alcance de las mejores armas de la
época, ademas de alcanzar por primera vez escalas atmosféricas.
Teniendo en cuenta datos conocidos sobre el canon de Paris, se
realiza la simulaciéon y descripcion matematica de la trayectoria
descrita por un proyectil disparado por dicha arma, considerando
las fuerzas de rozamiento, gravedad y centrifuga, ademas del
efecto Coriolis.

During the World War |, the German army showed a great
armament power, designing weapons that go beyond to the ever
known technological and physical limits at that time. Among these,
the most remarkable gun was the Wilhemgeschutze, known as
Paris gun. It surpassed almost three times the range of the
best cannons of the time, and for the first time is reached the
stratosphere by a projectile. In this paper, we use the reported data
of the gun during the bombard to Paris, to develop a mathematical
and computational model, that describes the trajectory of a
Paris gun projectile. The model considers the drag force, gravity,
centrifugal force and Coriolis effect.

PACS: Ordinary differential equations (Ecuaciones diferenciales ordinarias), 02.30.Hq; history of science (historia de la ciencia), 01.65.+g;
approximation methods: equations of motion (métodos de aproximacién: ecuacion de movimiento), 04.25.-g.

I. INTRODUCCION

La compafila de acero Krupp fue la encargada del
desarrollo armamentista de Alemania durante la primera
guerra mundial [1]. Desde 1909 esta empresa estaba a
cargo del diplomético Gustav Von Bohlen und Halbach,
posteriormente conocido como Gustav Krupp, quien habia
contraido matrimonio con la heredera de Krupp, Bertha
Krupp, el 15 de octubre de 1906 [2].

Figura 1. Gustav Von Bohlen y Bertha Krupp en 1927. Tomado de
http://www.thyssenkrupp.com.

La nueva orientacién de la empresa no fue bien vista por
sus clientes en el exterior, sin embargo lograron consolidarse
en el mercado alemdn y en los paises aliados de Alemania,
recibiendo grandes beneficios por parte del gobierno sin
perder su autonomia como empresa [3].
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Posteriormente Krupp AG obtuvo grandes dividendos de
los contratos armamentistas después de la primera guerra
mundial, siendo encargados del rearme nacional para la
segunda guerra mundial [4], para lo cual contaron con mano
de obra de los campos de concentracién [5], razén por la que
fueron incluidos en los juicios de Nuremberg [6].

1929, tomado de

Fabrica de
http://www.thyssenkrupp.com.

Figura 2. Krupp en

Entre las armas desarrolladas por Krupp destacan los
cafiones de largo alcance, cuya fabricacién estuvo a cargo
del jefe de disefio de artilleria Fritz Rausenberger [7], entre
ellos: el cafién Big Bertha de calibre 420 mm, con un peso
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de 47 toneladas, transportado en 5 secciones [8], utilizado
en batallas en Francia y Bélgica, destacando la batalla de
Verdiin en 1916 [9]; el caiién Wilhelmgeschutze, o emperador
Wilhelm, calibre 210 mm con 138 toneladas de peso, y
una longitud alrededor de 34 metros [10], utilizado en el
bombardeo a Paris que inicié el 23 de Marzo de 1918,
perpetrado desde los bosques de Crepy a una distancia
cercana a los 120 km de Paris [11], por dicho bombardeo
esta arma también es conocida como el caiién de Paris.

A menudo el cafién Wilhelmgeschutze, que en adelante
llamaremos cafién de Parfs, es confundido con el cafién Big
Bertha; esta confusién se debe a que durante la guerra se
denominé Big Bertha a todos los cafiones de largo alcance
alemanes [12].

Figura 3. Canon de Paris, 1918. tomado de: http://www.thyssenkrupp.com.

El cafién de Parfs era considerada un arma temible debido
a su alcance de 120 km, logrando casi triplicar los 48 km
de alcance del Luegenboom-Dunkirk que era considerada
por muchos el arma de mayor alcance de la época [13]. Sin
embargo, la precisién del cafién de Paris estaba por debajo
de lo normal para un arma de artillerfa [14], pese a ello era
capaz de generar un gran impacto psicolégico [15].

Debido alos avances de las fuerzas aliadas, las armas de largo
alcance retornaron a Alemania donde se presume fueron
destruidas [16], razén por la cual los aliados no lograron
capturar el cafiéon de Paris. Posteriormente los cafiones de
largo alcance fueron prohibidos en el tratado de Versalles
[17]. Pese a esto en la segunda guerra mundial apareci6 el
canén Schwerer Gustav, también conocido como cafiién Dora,
considerada el arma de artilleria méds grande utilizada en
combate [18], ademads de diversas armas antiaéreas montadas
en vias férreas, entre otras innovaciones [19].

La importancia de los cafiones de largo alcance va mads alla
de su uso como armas, ya que el cafién de Parfs logré ubicar
por primera vez un objeto a escalas atmosféricas [20]. En
esta direccion continué el proyecto HARP, que en inglés
significa High Altitude Research Project, iniciado en 1961 por
la armada de Estados Unidos y el departamento de defensa
de Canada [21]. Como parte del proyecto HARP se construy6
un cafién en Barbados, con el cual se lograron alturas entre
97 y 113 km [22]; el 19 de noviembre de 1966 uno de estos
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cafiones, disefiados por Gerald Bull, logré llevar un proyectil
de 84 kg a una altura récord de 179 km [23].

El célculo de la trayectoria de un proyectil sigue siendo
un problema de interés ya sea por razones fisicas [24],
pedagodgicas [25], o incluso para proponer innovaciones
[26]. Por lo anterior, la modelacién de la trayectoria de
un proyectil, disparado por el caién de Parfs, resulta ser
un problema adecuado en el desarrollo de un curso de
modelamiento y simulacién, de matemaética aplicada, e
incluso como proyecto de investigaciéon para estudiantes
de ciencias bésicas o ingenieria, ya que corresponde a un
problema en contexto que permite realizar simulaciones de
situaciones reales, fomentando la comprensién de fenémenos
fisicos [27], ademds el marco histérico permite generar
motivacion en los estudiantes [28].

II. CONSIDERACIONES INICIALES

El cafién de Paris era disparado con un dngulo de elevacién
de 55.0°, impulsando un proyectil de 120 kg, a una velocidad
de salida aproximada de 1.60 x 10° m/s [29], que equivale a
mas de cuatro veces la velocidad del sonido. En condiciones
ideales, el proyectil recorre 245 km, logrando un tiempo de
vuelo de 267 s y una altura maxima aproximada de 8.76 x 10*
m, en este caso el recorrido del proyectil es méximo al
considerar un dngulo de elevacién de 45.0°, no obstante esto
no es cierto si se consideran otras fuerzas, distintas del campo
gravitatorio uniforme, que afectan al proyectil durante su
desplazamiento.

Dado que se desea estudiar el movimiento relativo de un
objeto respecto a la tierra, es conveniente considerar un
sistema coordenado con las siguientes caracteristicas: El
origen debe encontrarse en el centro de la tierra, de este modo
un objeto ubicado en P tendrd asociado un vector posicién
r que va desde el origen hasta P. La rotacién terrestre tiene
velocidad angular Q con magnitud constante w, tomando
como eje de rotacion al eje z [30].

Figura 4. Sistemas de referencia considerados.

Debido a que el alcance del proyectil es pequeio en
comparacién con el radio terrestre, se considera la tierra
localmente plana en el punto P y A constante.
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La velocidad de P con respecto al sistema de referencia
inercial es

M

donde 7opj representa la velocidad de P con respecto al marco
de referencia fijo a la tierra y Q X r es inducido por la rotacién
de dicho marco [31]. Andlogamente, se lleva a cabo el calculo
de la aceleracion a = #, obteniendo

_d
T dt

f=Q><r+r'|0b].,

[7],

a

a=%[ﬂxr+i’)ob].], @)

: _od,
a:er+er+E[r|obj].

. . dJ. . .
Como# =QXr+ r|obi, y = [r)ob].] = QX r|0bi + r|0bi [31],
entonces

a=er+Q><[er+if|obj]+[9xif|obi+'f|obi],

a=er+Qxer+Qxf)0bj+Qxf) +'f) 3)

obj obj’

A=QXr+QXQXr+20%x7#  +7

obj obj’
Como la velocidad de rotacién terrestre se asume constante
se tiene que Q X r = 0, por lo tanto

'fob].:a—ZQxfobj—Qx[er].

4)
La aceleraciéon a se debe a las fuerzas de gravedad y
rozamiento, que se consideran como las tinicas que actian
sobre el proyectil, mientras que —Q X [Q X r] y —2Q X #{op
son aceleraciones que corresponden a las fuerzas que surgen
debido a la no inercialidad del sistema fijo a la tierra, fuerza
centrifuga y de Coriolis respectivamente [32].

1I.1. FUERZAS DE CORIOLIS

La fuerza de Coriolis es de gran importancia para la
simulacion de la trayectoria descrita por un proyectil,
disparado por un cafiéon de largo alcance, ya que
no contemplarla puede generar desviaciones en la
trayectoria planeada, como se evidencié en 1914 durante el
enfrentamiento entre las armadas inglesa y alemana conocido
como la batalla de las Malvinas, islas ubicadas cerca de
Argentina, durante la cual los proyectiles de los cafiones
disparados por la armada inglesa sufrfan una desviacién
aproximada de 100 m respecto al objetivo, debido a que sus
armas estaban calibradas para contrarrestar el efecto Coriolis
en el hemisferio norte [33].

Dado que Q = w cos(A)j+w sen(A)k, como se muestra en [34],
y considerando el vector posicion r = rd + 7, + r.k, y la
velocidad v = #lopj = vd + v, + v.k, se obtiene que la
aceleracién de Coriolis —2Q X v, obtenida en la ecuacién (4),
es dada por

2w [(UZ cos(A) — vy sen(A))i + vy sen(A)j — vy cos(/\)R] , (B
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donde A corresponde a la latitud del lugar y w corresponde
a la magnitud de la velocidad angular terrestre ), como se
muestra en la Fig. 4.

Para calcular w se tiene en cuenta que el dia sideral medio
tiene una duracién cercana a 23 h 56 min [35], equivalente
a 8.61 x 10* s; la diferencia del dia sideral medio respecto a
las 24 h de un dia no es considerable en un periodo corto
de tiempo, no obstante genera una desviacién cercana a
medio dfa transcurridos mil afios. De este modo la velocidad
angular terrestre es 27 radianes por dia sideral medio, luego
@ =7.29 %1075 rad/s.

Dado que el recorrido y la altura maxima del proyectil
son pequefios en comparacion con el radio terrestre, se
considera la tierra localmente plana y A constante durante
el movimiento; ademads al ser w constante, se observa que
Q) constituye un campo uniforme en el sistema de referencia
local, presentado en la Fig. 4.

I1.2. FUERZA CENTRIFUGA

La aceleracién debida a la fuerza centrifuga, obtenida en la
ecuacion (4), es dada por a, = —Q X [Q X r]. Por lo anterior,
la aceleracién centrifuga es perpendicular a (), y acttia hacia
afuera de la tierra [36], como se muestra en la Fig. 5.

Q

Figura 5. Aceleracion centrifuga.

Por lo tanto, la aceleracién centrifuga en el punto P es dada
por a. = R cos(A)w?r,, donde r, denota la direcciéon de a,
que, como se aprecia en la Fig. 5, es ortogonal a Q [37]. Por
lo anterior, la aceleracion centrifuga en P es dada por

a. = R cos(V)w?[— sen(A)j + cos(MK ]. (6)

I1.3. FUERZA GRAVITACIONAL

La ley de gravitacién universal afirma la existencia de una
fuerza de atraccién entre dos cuerpos, ademas muestra que
dicha fuerza es proporcional al producto de las masas de
los cuerpos en interaccién, e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia que los separa. En este caso la
interaccién es tierra-proyectil, por lo tanto la magnitud de
la fuerza gravitacional queda descrita como

MrMp
a2’

@)

F gravedad = G
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donde G = 6.67x107!! Nm?/kg? es la constante de gravitacién
universal, My = 5.97 X 10?* kg es la masa terrestre [38], Mp
la masa del proyectil, d la distancia entre los cuerpos. En
particular se puede estimar que d = R + k, donde R es el
radio promedio terrestre, 6.36 x 10° m [39], y & la altura a
la que se encuentra el proyectil, medida desde la superficie;
obteniendo asi que la fuerza gravitacional, presentada en la
ecuacion (7), depende tinicamente de la altura h.

I1.4. FUERZA DE ROZAMIENTO

En este articulo se considera que el rozamiento es
proporcional al cuadrado de la velocidad, del mismo
modo que en [40], y que la resistencia del aire decrece
exponencialmente con la altura, debido a la menor densidad
del aire a mayor altura, como se muestra en [41]; con lo cual
la fuerza de rozamiento, siguiendo [42], queda descrita como

®)

donde k es un coeficiente que depende de la seccién
transversal del proyectil y el medio en que se desplaza [43],
y L =1.00 X 10* m es la escala atmosférica.

Frozamiento = ke™T |v|vl

III. MODELO MATEMATICO

En virtud de la segunda ley de Newton, y considerando que
el proyectil sufre las fuerzas de gravedad, arrastre, de Coriolis
y centrifuga, la fuerza total sobre el proyectil es dada por

F=F gravedad + Frozamiento + Feoriolis + F centrifuga- (9)
Considerando que la fuerza acttia de manera radial
GMtM :
aMp = —ﬁ?—ke-zww—mpng —MpQxQxr. (10)
o k .
Dividiendo en Mp y tomando f = L Se obtiene que
P
GM :

az—(R+Z)2i‘—ﬁe_flv|v—Z(va)—Qx(er). (11)

Considerando las ecuaciones (5) y (6) se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones

d*x _H)

el = —Blvloe” T —2w[v, cos(A) — v, sen(A)],

d2 z(t)

o —Blolvye™ T — 2w, sen(A) — Raw? cos(A) sen(A), (12)
d?z —GMr ()

= €L+ 200y A

i~ R+z0) Blvlv.e” T + 2wv, cos(A)+

+ Rw? cos*(A),

donde x representa la direccién oeste-este, y representa la
direccién sur-norte, z representa la altura, x(f), y(t), z(t)
corresponden a la posicién del proyectil en el instante ¢;
Mr la masa terrestre, R el radio promedio terrestre, w la
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magnitud de la velocidad angular terrestre, A la latitud del

lugar, [v| = [0} + v} + v corresponde a la magnitud de la

velocidad.

Dado que el cafién de Parfs tenfa un alcance aproximado
de 120 km [44], y disparaba proyectiles de 120 kg [45], se
estima  numéricamente de tal manera que al disparar con
un dngulo de 55.0°, sin considerar la fuerza de Coriolis ni la
fuerza centrifuga, el alcance sea 120 km con un error absoluto
menor a un metro; por lo tanto = 3.16x107° m~!, obteniendo
asf k = 3.80 x 1073 kg/m.

Cabe destacar que el sistema de ecuaciones diferenciales
propuesto en la ecuacién (12) es no lineal e involucra
ecuaciones diferenciales de orden 2, por lo cual buscar una
solucién analitica no es conveniente, siendo necesario aplicar
métodos numéricos; en particular se aplica el método de
Runge-Kutta de orden 4, conocido como RK4, ya que posee
un alto orden de convergencia [46].

Debido a que el método de Runge-Kutta trabaja sobre
ecuaciones diferenciales de orden 1, es necesario realizar
un cambio de variables adecuado al sistema de ecuaciones
diferenciales, con el fin de reducir el orden de las ecuaciones;
considerando las variables 11, u», us, u4, s, ttg definidas como

_dy B _dz
M4—E, Us =2, M6—E.
Se reescribe el sistema de 3 ecuaciones de orden 2, descrito
en la ecuaciéon (12), mediante las variables uq, up, uz, uy,
us, Ug, obteniendo asi el siguiente sistema de 6 ecuaciones
diferenciales de orden 1

U =%, U= uz =y, (13)

X
dt’

Uy =,
uy = —,Blvluzf,’*uT5 — 2w[ug cos(A) — 1y sen(A)],
Uy = g,

’ _ -5 2 (14)
uy = —plvluse™ T — 2wu, sen(A) — Rw*” cos(A) sen(A),
ug = i,

-GM s

up = m — Bloluge™ T + 2wy cos(A) + Raw? cos?(A),
donde [v| = Lfu}+uj+ul El sistema de ecuaciones

diferenciales es considerado con las condiciones iniciales

u; =0, uy =1vgcos(0)cos(a),
us =0, uy =1vgcos(0)sen(a), (15)
us =0, ug =1vpsen(6),

donde vy es la velocidad inicial del proyectil, a es el angulo
de azimut y 0 el angulo de elevacién del caiién.

IV. RESULTADOS

En este articulo se supone que un proyectil en el aire
durante su recorrido sufre las fuerzas de gravitacién y
rozamiento, ademds de las fuerzas centrifuga y de Coriolis.
Considerando las fuerzas mencionadas anteriormente, se
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realiza una simulacién de un disparo con el cafién de Paris
teniendo en cuenta los siguientes datos: latitud A = 51.0°,
aproximadamente la latitud de Paris [47], 4ngulo de azimut
0°, angulo de elevacién 55.0°, con una velocidad inicial del
proyectil de 1.60 X 10* m/s. Los resultados son presentados a
continuacion.

Trayectoria simulada del proyectil
Con Fuerza de Coriolis y centrifuga
Sin Fuerza de Coriolis ni centrifuga

x10%

4.5
4
3.5 |
34
2.5
24
1.5

Altura (m)

14
0.5

Sur (m)
o4 1000
500
0

2 4 6 8 10 12 O
Este (m)

x10%

Figura 6. Simulacién considerando y despreciando la fuerza de Coriolis y la
fuerza centrifuga.

El proyectil dura 2.00x 10 s en el aire, alcanzando una altura
maxima de 4.65 X 10* m, ubicando el proyectil en la parte
superior de la estratosfera [48]. En la Fig. 6 se observa la
desviacion en la trayectoria debido a la fuerza de Coriolis y
a la fuerza centrifuga, que resulta ser del orden de 1,59 x 10°
m en direccién sur; esto muestra que si bien las fuerzas de
Coriolis y centrifuga no afectan la trayectoria tanto como
lo hacen las fuerzas de gravedad y arrastre, generan una
desviacion considerable.

Al realizar un recorrido del orden de kilémetros la curvatura
terrestre toma importancia. Debido a que el desplazamiento
es pequefio, en comparacién con el radio promedio terrestre,
se supone que la tierra es redonda en el segmento donde
se desplaza el proyectil, lo que permite obtener el angulo
barrido por la trayectoria simulada mediante la expresiéon
R¢ = 1. Tomando el radio promedio terrestre R = 6.36 x 10° m
y el recorrido del proyectil I = 1.21 X 10° m se obtiene que
¢ =191 x 1072 rad, es decir ¢ = 1.09°.

o

Figura 7. Representacion del angulo barrido por la trayectoria del proyectil,
y el horizonte observado desde el lugar de disparo.

Conociendo el angulo de barrido ¢, se determina cuanto
recorre el proyectil por debajo del horizonte del cafién. En
la Fig. 7, el punto A es el lugar de salida del proyectil y el
punto C es el lugar de llegada; se aprecia que la longitud de
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los segmentos OA y OC es R, mientras que la longitud del
segmento AC es[; sise denomina E a lalongitud del segmento
BC y X alalongitud del segmento AB, en la Fig. 7 se aprecia
que X = Rtan(¢). Por el teorema de Pitadgoras se obtiene que
(R+E)* =R*+X?porlotanto E = VR? + X2 —R = 1.13x 10°
m. Por lo anterior se concluye que el blanco se encuentra
cerca de un 1 km por debajo del horizonte del cafién.

Suponiendo que se conoce la ubicacién de un blanco, resulta
natural cuestionarse acerca de los angulos de azimut y
elevacién que permitan impactar el blanco. La btisqueda de
dichos dngulos no es tarea sencilla, sin embargo mediante la
aplicaciéon de métodos numéricos pueden estimarse, debido
a que las funciones recorrido en las direcciones planteadas
son funciones continuas.

Considerando un blanco que se encuentra a 100 km en
direccién este y 1 km en direccién norte, y suponiendo que el
disparo se considera exitoso si el proyectil cae en un rango de
10 m se obtiene que el d&ngulo de elevacién a tomar es 66.82°
y el angulo de azimut es 1.45°; en cuyo caso el proyectil cae
a menos de 4 m del blanco en direccién norte y menos de 1
m en direccion este. El proyectil dura cerca de 2.28 X 10 s en
el aire, recorriendo 7.85 x 10? m por debajo del horizonte del
observador. Si se desprecian la fuerza de Coriolis y la fuerza
centrifuga, se impacta el blanco considerando el dngulo de
elevacién cercano a los 67.02° y el angulo de azimut cercano
a0.57°.

V. CONCLUSIONES

La aceleracién gravitacional puede calcularse como se
describe en la ecuacién (7), o considerando un campo
uniforme y homogéneo, tomando el valor constante g. En
ambos casos los resultados obtenidos son similares ya que
la altura lograda por el proyectil z(t), medida desde la
superficie, es pequefia en comparacién con el radio promedio
terrestre R, por lo cual gy % son muy cercanos, para
cualquier ¢.

En la simulacién realizada de un disparo con el cafién de
Paris, presentada en la Fig. 6, el proyectil efecttia un recorrido
vertical cercano a un kilémetro por debajo del horizonte del
observador, por lo cual el no considerar la curvatura terrestre
puede generar problemas en la precisién del disparo.

La correccion del efecto Coriolis se lleva a cabo mediante una
leve modificacién enlos dngulos de disparo [49], lo que puede
llevar a pensar que este efecto es irrelevante; sin embargo, al
considerar la fuerza de Coriolis se observa un incremento del
orden de 7.10 X 10> m en el recorrido en sentido este, y una
desviacién del orden de 1.30 x 10°> m en direccién sur, con
respecto a la trayectoria simulada al considerar tinicamente
las fuerzas de arrastre y de gravedad, presentada en la Fig. 6.

Dado que Q X (Q X r) es de magnitud proporcional a w?,
con w = 7.29 x 107 rad/s, puede pensarse que la fuerza
centrifuga es despreciable. No obstante, al considerar la
fuerza centrifuga se observa una desviacién en sentido sur
de 3.00 x 10> m y un incremento del orden de 1,20 X 10> m
en el recorrido en sentido este, con respecto a la trayectoria
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simulada al considerar iinicamente las fuerzas de arrastre y
de gravedad, presentada en la Fig. 6.

La modelacién de problemas como el cdlculo de la trayectoria
de un proyectil permite poner en préctica los conocimientos
de mecanica clésica y dlgebra vectorial, induciendo en el
estudiante la necesidad de extender los conceptos adquiridos
en dichas dreas, con la finalidad de reconocer que al
considerar fuerzas adicionales a la fuerza de gravedad se
obtiene un modelo fisico mds acertado, permitiendo una
descripcién detallada de la trayectoria descrita por una
particula en el espacio-tiempo.
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