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Sumario. La popularizacién de los conceptos asociados con el estudio de los sistemas complejos ha provocado que
elementos relacionados originalmente con la Teorfa del Caos se hayan vuelto de aplicacién comin en dreas muy alejadas
de aquella en la cual fueron definidos. Esto ha traido consigo la perdida de precision en las formulaciones, y ambigiie-
dad, las cuales son poco deseables en la ciencia. En este trabajo se hace un resumen de la historia de la Teorfa del Caos,
precisando conceptos esenciales de la misma muy empleados en otros campos (por ejemplo, en las ciencias sociales),
como el de atractor, atractor extrafio etc., asi como sus rangos de aplicacién. Se hace una cuantificacién de las posibili-
dades de un sistema de mostrar caracteristicas cadticas a través de los exponentes de Lyapunov y, por tdltimo, se trazan
lineas generales que deberian ser seguidas por todo aquel que quiera utilizar estas herramientas en su trabajo de investi-
gacion.

Abstract. While the growing interest in the so called Chaos Theory has provoked the application of its fundamentals in
areas that are far from the original, at the same time a remarkable lack of precision in the formulations has risen, to-
gether with ambiguity, which are absolutely undesirable in science. In the present contribution, a brief history of Chaos
Theory is exposed, making points on key concepts that are often used in other areas (for instance social sciences), like
attractor, strange attractor and so on, and their range of application. A quantification of chaos is made through the so
called Lyapunov exponents, and, finally, an outline of a general procedure is exposed that should be followed by all
those involved in chaos research.
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1 Introduccion

La ciencia, para lograr la comunicacién entre sus ramas,
necesita de un sistema de conceptos no ambiguo, que al
pasar de un campo al otro se redefinan o precisen. Usar
conceptos imprecisos implica que aparezca un muro de
incomunicacioén entre las distintas ramas. En un dmbito
revolucionario como el que primé en el surgimiento de
la teoria del caos, y el que estd presente al parecer en los
estudios sobre los sistemas complejos, la comunicacién
entre los distintos campos que se entrecruzan es inevita-
blemente parcial'. Asi, debe ser labor constante la depu-
racién del corpus cientifico de conceptos imprecisos y
formulaciones antropocéntricas.

Una de las fuentes bésicas de imprecisiones es el uso

de conceptos que tienen sus raices en el lenguaje coti-
diano fuera de su dmbito original. Es dificil concebir un
concepto mas fuertemente enraizado en la cultura con-
tempordnea que el concepto de caos. Si se le pregunta a
cualquier persona qué entiende por caos, por lo general
la respuesta vendrd acompaifiada por la descripcién de
algo desordenado, sin regla que rija su estructura. Esto
estd asociado con el hecho de que en practicamente todas
las culturas clasicas occidentales, el caos es el desorden
primigenio de la naturaleza, que se contrapone al orden
establecido a posteriori por algiin demiurgo. Asi, en la
Biblia, el caos es descrito como un lugar de desorden, sin
forma ni concierto, lleno de confusién y a veces vacio o
irreal. Este concepto biblico del caos se ha transcultura-
do, y es un elemento que se ha impregnado en el cono-
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cimiento comun. Al difundirse lo que en fisica se conoce
como Teoria del Caos, el referente cultural basico que
provey6 de sentido semdntico al término fue esta idea
intuitiva, lo cual ha provocado la proliferacién de inex-
actitudes y errores de concepto. La explicacién de esta
teoria por escritores de divulgacion cientifica que explo-
tan lo externo sin profundizar en las esencias ha contri-
buido a aumentar la confusién, no sélo en el publico en
general, sino también en aquellos que tratan de aplicar
conceptos de dicha teorfa en regiones alejadas de la
original.

Lo dramético es que el caos es un concepto muy po-
pular en la cultura moderna. En el buscador Google se
reportan unos 56 000 000 de paginas que tratan dicho
tema con enfoques de distinto tipo. Y esa es la fuente
principal de busqueda de informacién del hombre de
nuestra era. Las pdginas con contenido de valor cientifi-
co, como la revista Chaos, no son accesibles al publico
en general, mientras que las paginas no especializadas si
lo son.

Asi, con el auge en nuestro pais de lo que se algunos
llaman "Ciencia de la Complejidad", donde una teoria
aln por hacer se encara desde puntos de vista muy varia-
dos, tanto en enfoque como en rigor conceptual, los
principios de la Teorfa del Caos, que de alguna manera
se encuentran asociados con los sistemas complejos,
requieren ser revisados en aras de la precisién de sus
alcances de principio.

Es por esto que nos proponemos hacer una revisién a
las ideas esenciales de la Teorfa del Caos Clésico, preci-
sando los conceptos esenciales que se han extendido
desde dicha teoria y han invadido otras 4reas del pensa-
miento humano, a veces muy alejadas de la original.

2 Caos

2.1 Breve historia del caos. Aunque la ola actual de
estudio del caos puede decirse que comenzé en el afio de
1975 con la publicacién por Li y Yorke de un articulo
titulado "Periodo tres implica caos"z, las ideas basicas de
dicha teoria estuvieron en las mentes de los principales
pensadores de los siglos XIX y principios del XX.

Tres fueron las vias que confluyeron en este campo:

1- El estudio de sistemas dindmicos formados por mas
de dos cuerpos.

2- El estudio de la hipétesis ergddica.

3-El estudio de osciladores no lineales.

Luego de la invencién del Calculo Infinitesimal por
Newton y Leibnitz, el objetivo fundamental de la meca-
nica como ciencia del movimiento fue encontrar solu-
ciones analiticas que describieran la dindmica exacta de
un sistema fisico. La formulacién del ideal de la mecéni-
ca clasica generalmente se asocia con el nombre de La-
place (recordar la frase "Un intelecto que en un momento
dado conociese todas las fuerzas de las cuales estd ani-
mada la naturaleza, y la situacién de los seres que la
componen, y que fuese lo suficientemente vasto como
para poder someter todos estos datos al andlisis, abarca-

ria en la misma férmula el movimiento de los cuerpos
mayores del universo, y el del dtomo mads ligero; nada
serfa incierto para él, y el futuro, al igual que el pasado,
estarfan presentes ante su mirada"*). Pero 100 afios antes
de que se dijeran estas palabras, Leibnitz escribié "todo
en el mundo procede de manera matemadtica, esto es,
infalible, de forma tal que si alguien posee un conoci-
miento suficientemente profundo de la parte interna de
las cosas y al mismo tiempo tiene memoria e inteligencia
suficiente para conocer todas las circunstancias y tener-
las en cuenta, serd un profeta, y podrd ver el futuro refle-
jado en el presente como en un espejo””.

Sin embargo, este programa fue muy dificil de seguir.
El método introducido por Newton para integrar el sis-
tema, y que consiste en encontrar una magnitud que se
conserve manteniéndose constante en el tiempo para de
ahi colegir las coordenadas y el momentum de las parti-
culas bajo estudio y que dio resultados exitosos al calcu-
lar el movimiento de dos cuerpos que interactian gravi-
tatoriamente, fall6 estrepitosamente al tratar de aplicarlo
al problema de tres cuerpos.

Entonces se utiliz6 un nuevo enfoque: a partir de un
problema integrable, introduciendo pequefias perturba-
ciones, se encontraba la solucién de un problema no
integrable a través de aproximaciones sucesivas. Es
sorprendente la cantidad de problemas de este tipo que
se resolvieron, dada la limitada cantidad de sistemas
realmente integrables que existen. Sin embargo, el méto-
do no siempre era aplicable. Por ejemplo, el problema de
tres cuerpos (v. gr. el Sol, la Tierra y la Luna) no admitia
ninguna de las soluciones calculadas. El primer signo de
dificultades de principio llegd a través de la demostra-
cién de un teorema por Burns, que establecié que no hay
magnitudes que se conserven en dicho problema, y de-
pendan de manera polinomial de la coordenada y el
momento. Si existian dichas magnitudes, debian tener un
comportamiento mas complicado.

El ideal de Leibnitz y Laplace tenfa un defecto aun
mas profundo: es imposible conocer las condiciones
iniciales de un problema con exactitud infinita. En el afio
de 1873 J. C. Maxwell escribia: "Es una doctrina metafi-
sica que a partir de iguales antecedentes se obtienen
iguales consecuentes. Pero esto no es muy liitil en un
mundo en el cual los antecedentes nunca se repiten y
nada ocurre dos veces... El axioma de la Fisica debe ser
'de antecedentes similares consecuentes similares'...
pasamos de la igualdad a la similitud, de la exactitud
absoluta a la aproximacion. Hay ciertas clases de feno-
menos en los cuales un pequerio error en la data sélo
introduce un pequerio error en el resultado, en otros
mds complicados puede ocurrir la inestabilidad, au-
mentando el nimero de estos casos segiin aumenta el
niimero de variables dindmicas.””.

Un premio ofrecido por la revista Acta Mathematica,
y dotado de 2 500 coronas por el rey Oscar II de Suecia
y Noruega ayudaria a encontrar una nueva ruta para
resolver dicho problema. Uno de las preguntas matema-
ticas formuladas fue la siguiente: “Dado un sistema de
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puntos de masa arbitraria que interactian entre si de
acuerdo a las leyes de Newton, bajo la suposicién de que
dos puntos nunca colisionan, tratar de encontrar una
representacion de la coordenada de cada punto como una
serie de una variable que sea una funcién conocida del
tiempo y que la serie converja uniformemente para todos
sus valores”.

La solucién de dicho problema dada por Poincaré ga-
no el concurso. Este demostré que no existen magnitudes
que se conserven y sean analiticas en el momento y la
coordenada. De hecho, aunque gand, no respondié la
pregunta formulada. Ni siquiera demostré que no puedan
existir soluciones analiticas de dicho problema, lo que
demostr6 es que no existen magnitudes que se conserven
y se integren. Desde el punto de vista filoséfico Poincaré
llegd a conclusiones importantes acerca de la predictibi-
lidad de los sistemas dindmicos; en su libro Ciencia y
Meétodo escribid: "incluso si las leyes naturales no tuvie-
ran secretos para nosotros, solo podriamos conocerlas
de manera aproximada. Si esto nos permite predecir la
situacion siguiente con igual exactitud, esto es todo lo
que necesitamos y podemos decir que el fenomeno ha
sido predicho, que es gobernado por leyes. Pero no
siempre es asi: puede ocurrir que pequeiias diferencias
en las condiciones iniciales produzcan grandes dife-
rencias en el fenémeno final"®.

Un segundo problema que llevé a la consideracion del
caos dindmico, fue la hipdtesis ergdédica de Boltzmann.
Para poder calcular sus promedios en la mecdnica esta-
distica, Boltzmann tuvo que hacer una suposicion fuerte:
considerar que el promedio por los estados posibles es
igual al promedio en el tiempo. O dicho de otra forma,
que el sistema ocupard por igual tiempo todos los esta-
dos del sistema permitidos por las leyes de conservacion.
Poincaré reformul6 esta idea, diciendo que el sistema se
acercard tanto cuanto se desee a cualquier punto del
espacio de fases. Probar la hipétesis ergddica se convir-
tié en un problema muy serio. Las lineas de investiga-
cién fueron dos: Una de ellas se dedicé a estudiar la
topologia del espacio de fases al considerar los sistemas
como una transformacién en si mismos de espacios con
medida. El concepto de entropia topoldgica introducido
por Kolmogorov como la razén de cambio del niimero
de trayectorias accesibles por el sistema permitié clasifi-
car los sistemas fisicos bajo estudio por la topologia de
su espacio de fases.

Por otra parte se comenzé la bisqueda de sistemas er-
gddicos. Un sistema ergddico no puede tener Orbitas
estables ya que en principio perderia su ergodicidad. El
estudio del movimiento de bolas de billar en espacios de
curvatura negativa introdujo un sistema que produciria
resultados de largo alcance al introducir Birkhoff y Mor-
se la dindmica simbdlica para estudiar las Orbitas posi-
bles’.

De la colaboracién entre Steven Smale y un grupo de
matematicos soviéticos surgié en el afio 1967 un articulo
titulado "Sistemas dindmicos diferenciables"’. En dicho
trabajo se traza una estrategia para pasar de una ecuacién

diferencial local a la descripcion topoldgica global del
espacio de fases del sistema dindmico.

Por dltimo es importante mencionar el antecedente de
los trabajos de Lord Rayleigh en el estudio de los ins-
trumentos musicales. Para poder reproducir caracteristi-
cas basicas de dichos instrumentos, como la generacién
de mas de un tono, hubo de introducir modelos realistas
de un sistema masa - resorte mds friccion, provocando la
aparicién de no linealidad.

Lo sorprendente es que a principios del siglo pasado
estas ideas estaban rondando la mente de muchos fisicos
y matemdticos, sin embargo no hubo un desarrollo claro
de la teoria fisica, si exceptuamos los estudios de Bir-
khoff. Al parecer hay dos causas fundamentales para
esto. Primero, el curso fundamental de pensamiento se
encauzd en la teoria cudntica y en las teorias de la relati-
vidad, al cual se dedic6 el mayor nimero de investigado-
res. En segundo lugar hay una razén meramente técnica,
pero decisiva. Para estudiar de manera eficiente la solu-
cién de una ecuacion diferencial no lineal hay que hacer
un volumen enorme de calculos numéricos, los cuales
son practicamente irrealizables sin el auxilio de medios
de cémputo electrénico, que comenzaron a ponerse al
alcance de los investigadores en la década del 60, y se
convirtieron en una herramienta comun en la década de
los 80. Asi, el estudio del caos tuvo que esperar largos
afios, en los cuales s6lo hubo avances en las matemati-
cas.

El articulo "Flujo deterministico no periédico"® fue
publicado en el afio de 1963 por el meteorélogo Edward
Lorenz; en él por primera vez se estudié un sistema de
ecuaciones diferenciales deterministico con una clara
dependencia de las condiciones iniciales. Lorenz comen-
z0 trabajando con un sistema de 12 ecuaciones diferen-
ciales, que €l us6 para hacer una simulacién del tiempo
meteorolégico, encontrando que una pequefia variacién
en las condiciones iniciales provoca que en el transcurso
del tiempo las trayectorias del objeto se separen de ma-
nera dréstica, dando lugar a la impredectibilidad del
"tiempo meteorolégico" simulado por el sistema. Luego
Lorenz comenz6 a buscar sistemas de ecuaciones de
menor dimensién que mostraran esta caracteristica. Su
famoso resultado es el sistema de 3 ecuaciones diferen-
ciales que describe la formacién de una celda convecti-
va, y tiene la forma:

dx
—=0(y—x
" (y—x)
dy
—=XZ+pX-—
it px—y
dz

— =Xy—pz
m y-B

donde x es el flujo convectivo, y la distribucién horizon-
tal de temperaturas y z la distribucién en altura. Los
pardmetros son o, la viscosidad que se opone a la con-
veccion térmica; p, la diferencia de temperatura entre la
parte superior e inferior de la celda convectiva y B, la
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razén alto ancho de la celda. Son ecuaciones totalmente
deterministas, ya que ninguno de los términos tiene ca-
rdcter estocdstico, y son no lineales. En la figura 1 se
muestra el comportamiento de (X, y, z) de dicho sistema.

Hime = B wmida

T . T

Figura 1: Evolucién del atractor de Lorentz para una seleccién
de las condiciones iniciales.

Lo interesante de las ecuaciones es que el comporta-
miento del sistema depende de manera muy intensa de
las condiciones iniciales. En este sentido se introdujo en
la ciencia moderna el concepto de caos. También se ha
hecho comtin hablar de "efecto mariposa™ refiriéndose a
un articulo publicado por Lorentz donde por primera vez
se formuld el término.

2.2 Sistemas Dindmicos. En un sistema dindmico el
Universo es observado como una funcién del tiempo. Si
tenemos informacién suficiente sobre el estado del sis-
tema en un instante dado, asi como de las leyes que lo
gobiernan, podremos colegir sobre el futuro de dicho
sistema. Eso se aprendi6é del primer gran sistema dind-
mico estudiado: el movimiento de los astros en la esfera
celeste.

En general, el estado de un sistema dindmico estard
determinado por el conocimiento de un nimero determi-
nado d de variables, las variables dindmicas del sistema
(v. gr. posicién e impulso). Asi, definiendo el espacio de
fases M como un espacio d-dimensional, donde en cada
eje se representa una de las variables dindmicas, el esta-
do del sistema estard representado univocamente por un
punto en dicho espacio. Cualquier cambio en el sistema
se reflejard como un cambio en la posicién del punto

representativo X = (xl, X9,..aXg ) . La evolucién tempo-

ral de dicho punto se denomina dindmica del sistema, y
la funcién f ' que nos dice la posicién del punto en el
momento t, regla de evolucion.

Las reglas de evolucién pueden ser deterministicas o
estocdsticas. En el primer caso la regla estd definida
univocamente, mientras que en el segundo hay algin
término que cambia de manera impredecible. En lo que
sigue estudiaremos sistemas dindmicos deterministicos,
en los cuales aparece el caos. Aunque en principio en un

sistema deterministico la regla de evolucién toma un
punto del espacio de fases y lo convierte exactamente en
otro punto, no siempre es esto posible. Las reglas de
evolucién pueden ser parcialmente desconocidas, como
ocurre con los sistemas de prediccién del tiempo meteo-
rolégico; incluso pueden existir puntos del espacio de
fases que no tengan una trayectoria definida. En lo que
sigue no tomaremos en cuenta estas excepciones.

Por definicion 1la regla de evolucion opera

f':M — M, y nos dice dénde se encuentra un punto
dado luego de un tiempo t. Al par (M, f*) se le denomina
sistema dindmico. Si el tiempo es una variable real (o
sea, continua) la evolucion del sistema se denomina
flujo. Si es una variable que evoluciona en saltos discre-
tos en el tiempo (como en una imagen estroboscépica) se
habla de un mapa.

Dado un punto x, la regla de evolucién traza una serie

de puntos x(t)=f t(xo) , la llamada trayectoria a través

de x. El subconjunto de M que pertenece a la trayectoria
de un punto x¢ dado se llama drbita de x,. Para un flujo,
una Orbita es una curva continua, en un mapa una suce-
sion de puntos.

En un sistema dindmico existen distintos tipos de tra-
yectorias, siendo las mds estudiadas en la mecdnica cla-
sica las estacionarias, periddicas y aperiddicas. Las pe-

riédicas, caracterizadas por f'(x)= T (x), siendo T el

periodo, constituyen el nicleo de la Mecdnica Clasica,
por ser sistemas integrables. Sin embargo, la realidad
confirma que para los sistemas dindmicos genéricos, las
Orbitas periddicas son una excepcién: la mayoria son
aperiddicas. Dichas 6rbitas se pueden clasificar en dos
tipos. En el primero estdn aquellas 6rbitas en las cuales
cualquiera sea el entorno abierto alrededor de un punto,
la trayectoria no regresa a dicho entorno:
(xg € M)(IM(x,08) c M)

(F'(x0) & Mg)(Vt 2 t)
En este caso x se denomina punto de escape. Por otra
parte, si se cumple
(xg € M)(@M(x(,0) cM):

(f'(x¢) € My)(para algtin t > t

a x se le denomina recurrencia o punto de no escape.
Un punto es recurrente si su Orbita retorna un niimero
infinito de veces a un entorno abierto alrededor de él. Se
define el conjunto recurrente € como el conjunto de
todos los puntos recurrentes del sistema. Este conjunto
es bdsico para la comprensién de su dindmica a largo
plazo.

Consideremos ahora la evolucién temporal de un con-
junto de puntos que inicialmente estdn conectados entre
si. Si la evolucién futura del sistema provoca que dicho
conjunto “mapee” en si mismo, entonces el flujo global
se contrae sobre un subconjunto de M, el cual recibe el
nombre de atractor. El conjunto de todos los puntos
cuya trayectoria cae en el atractor luego de transcurrido
el tiempo se denomina cuenca de atraccion.

min)
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Los atractores pueden ser de distintos tipos. Un pén-
dulo simple con friccién siempre se detendrd en su posi-
cién de reposo, por lo que el atractor en dicho caso serd
un punto. Si no se considera la friccién, repetird la mis-
ma trayectoria de manera interminable, por lo que el
atractor en dicho caso serd una trayectoria cerrada. En el
afio 1971 D. Ruelle y F. Takens publicaron un articulo
titulado "Acerca de la naturaleza de la turbulencia”“, en
el cual aparece, definido de manera muy difusa, un nue-
vo término, que se ha difundido més alld de todo lo ima-
ginable: atractor extrafio. Lo definieron a través de sus
propiedades: un atractor estable, que representara el
estado final de un sistema que estuviese sometido a un
ambiente ruidoso, con un bajo nimero de dimensiones,
no periddico, que provocara Orbitas infinitas en un espa-
cio limitado (o sea, tener propiedades de un fractal...
pero atin Mandelbrot no habia acufiado el término'?).
Los autores no conocian el trabajo de Lorentz en 1963,
donde ya se habia estudiado uno de dichos atractores.

La definicién precisa de un atractor extrafio es com-
plicada, ya que, incluso al hacer cdlculos numéricos de
oOrbitas, es dificil separar un atractor extrafio de un atrac-
tor periddico de periodo largo. Asi que entenderemos por
un atractor extrafio a un atractor recurrente aperiodico.
También se acostumbra a definirlo como un conjunto
atractor que tenga medida cero en el espacio de fases y
que presente dimension fractal.

Por el contrario, si el conjunto recurrente puede ser
rodeado por un volumen conexo del espacio de fases M,
tal que casi todos los puntos que estdn en M, pero no en
Q abandonan M, el conjunto Q se denomina un repul-
sor. El ejemplo més sencillo de repulsor es el llamado

mapa logistico y, = xﬁ; Xp41 =Y, - Con ayuda de una
calculadora no es dificil encontrar que los puntos
x =21 resultan repulsores. En efecto, los puntos
|x| > | tienen una evolucién que los va alejando al infini-

to. Por su parte, aquellos que |x| <1 evolucionarin acer-

céndose a cero.

Un concepto bdsico para estudiar los sistemas dindmi-
cos es el de seccion de Poincaré. Disefiar imdgenes de
atractores no es facil, incluso en el caso 3D. Tipicamen-
te, las drbitas tuercen sus trayectorias de forma compli-
cada, debido a la reduccién del espacio topoldégico que
causa el atractor, creando una figura cuya estructura
interna no es visible. Hacer proyecciones de la 6rbita en
un plano introduce artefactos, por ejemplo que las 6rbi-
tas se crucen repetidamente. Una técnica que revela
mejor la estructura interna del atractor es la de disefiar la
llamada seccién (o superficie) de Poincaré. Esta seccion
es una hipersuperficie P de dimensién d — 1. Si el espa-
cio de fases es 3D, la seccion de Poincaré serd una super-
ficie 2D. La interseccion de una seccién de Poincaré con
una trayectoria produce un mapa conocido como Mapa

de Poincaré: P(x)=f'(x)NP.
Una forma de especificar el mapa de Poincaré es a

través del tiempo de vuelo, que es la funcién T(x) que
caracteriza el tiempo que tarda el punto representativo en
regresar a la seccién x = P(x) =" (x).

La definicién de la seccién de Poincaré se puede es-
pecificar implicitamente a través de una funciéon U(x)
que cumpla U(x)= 0 para los puntos de la superficie. En
un atractor 3D una forma posible es tomar como funcién
aquella que haga cero una de las coordenadas del siste-
ma. De esta forma se observard la intersecciéon de la
orbita con el plano, que para cada evento serd un punto.
Por lo general se afiade la llamada condicién de orienta-
cion de la superficie, para solo tener en cuenta uno de los
encuentros de la 6rbita con la seccidn, y eliminar la po-
sibilidad de contactos tangenciales. Esto se puede hacer
escogiendo un signo para el producto escalar entre el
gradiente de la funcién y el campo de velocidades de la
Orbita, por ejemplo positivo:

d
(V-VU(X))ZZVj(Xn)an(Xn)>0; U(x,)=0.
j=1
En la figura 2 se observa el mapa de Poincaré del mo-
vimiento de uno de los 4tomos de una molécula triatémi-
ca de van der Waals. Si se comienza a hacer la amplifi-
cacion de dicha figura, y aumentar el nimero de veces
que la orbita intercepta a seccidn, el mapa se hace mads
detallado, y muestra una rica estructura, con regiones
toroidales y otras que muestran una disposicién desorde-
nada. De esta forma, aunque se pierde una parte de la
informacion, otra parte adquiere mayor relieve.

2.3 Cuantificacion del caos. Un sistema determinis-
tico es aquel cuyo estado presente estd en principio de-
terminado por sus condiciones iniciales, en contraste con
un sistema estocdstico, para el cual las condiciones ini-
ciales determinan el estado presente s6lo de manera
parcial, debido al ruido u otras circunstancias externas
fuera de control. Asi, el estado actual refleja las condi-
ciones iniciales mds el ruido que ha encontrado en su
historia. Si el ruido es suficientemente intenso, puede
que luego de un tiempo de evolucién el sistema "olvide"
las condiciones iniciales.

Supongamos un sistema dindmico, totalmente deter-
ministico, en el cual dos trayectorias que comiencen muy
cerca, a una distancia 8x(0)se vayan separando, de
forma tal que luego de transcurrido un tiempo t, se en-
cuentran a una distancia 8x(t) = L donde L es la exten-
sién lineal del sistema completo (figura 3). Esta depen-

dencia de las condiciones iniciales se puede cuantificar a
través de la expresion

|3x(0)| = ™ [8x(0)|
donde A representa la velocidad media de separacién

de las 6rbitas y se conoce como exponente de Lyapunov.
Su definicién es:

N O |
et [3x(0)
8x(0)—0
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Asi los valores de A determinan el comportamiento
del sistema de la siguiente forma:

A < 0. Las 6rbitas son atraidas a un punto fijo estable
0 a una Orbita periddica estable. Estos valores son carac-
teristicos de sistemas disipativos (como el péndulo amor-
tiguado).

A = 0. Valor tipico de los sistemas fisicos conservati-
vos. Las drbitas se mantienen a una distancia fija entre
si. Por ejemplo el diagrama de fases de dos péndulos de
igual frecuencia y diferente amplitud, sin disipacién.

A > 0. Las 6rbitas son inestables. Los puntos, no im-
porta cudn cercanos estén inicialmente divergiran a cual-
quier separacion arbitraria, y todos los puntos del espa-
cio de fases serdn visitados.

En este dltimo caso, para cualquier exactitud finita

de los datos iniciales |8x(0)| =08x (o consecuentemente,

para dos puntos separados dicha distancia), la dindmica
del sistema serd predecible sélo durante un tiempo finito
llamado tiempo de Lyapunov, dado aproximadamente
por:
T, = —lln S—X
A |L

Esta es la primera condicién necesaria para la apari-
cién del caos, pero no es suficiente. En udltima instancia
si las orbitas se alejaran indefinidamente, el sistema irfa
perdiendo sus contornos sin conducir a un comporta-
miento interesante. Es ademds necesario que exista la
mezcla de las Orbitas entre si, su recurrencia en una re-
gién del espacio. Esto es, aunque las drbitas se separan
localmente, la dindmica del sistema esta confinada a una
region finita del espacio de fases, de forma tal que tra-
yectorias separadas se re encontrardn un nimero infinito
de veces en el futuro del sistema.

Para caracterizar la propiedad del espacio de fases de
contener un nimero de 6rbitas topolégicamente diferen-
tes se introdujo el concepto de entropia topoldgica. Esta
entropia mide la razén de incremento del nimero de
Orbitas al aumentar la longitud de éstas. Dicha entropia
estd relacionada con el incremento del nimero de 6rbitas
periddicas segun la expresion

N(n) o< e™

donde n es la longitud de la érbita y h es la entropia
topoldgica. El término entropia estd asociado con que el
nimero de 6rbitas nos define el nimero de particiones
que se puede hacer del espacio de fases.

Otra magnitud que nos indica que estamos en presen-
cia de un sistema cadtico es un espacio de fases con
estructura fractal, esto es, con autosimilitud e invarianza
de escala.

2.4 Definicion de caos. Hemos estado hablando de
caos sin hacer ninguna definicién precisa del término.
Quizas la causa es que no hay en la literatura dos defini-
ciones que sean coincidentes, aunque todas tengan ele-
mentos comunes. Hemos visto caracteristicas cuantitati-
vas que debe cumplir el sistema:

a) Exponentes de Lyapunov positivos,

b) Entropia topoldgica positiva.

c) Estructura y dimensién fractal en el espacio de
fases.

Estas caracteristicas son asintéticas, por lo que en un
sistema concreto serd muy dificil precisar si las posee.
En cualquier caso en un sistema que presente caos esta-
rén presentes también las siguientes caracteristicas glo-
bales:

1- Determinismo: Las ecuaciones que describen los
sistemas donde aparece el caos cldsico no deben tener
elementos aleatorios.

2-No linealidad: Los sistemas que presentan caos son
no lineales, al menos débilmente.

3-Dependencia sensible a las condiciones iniciales:
Esta caracteristica se revela cuando analizamos el com-
portamiento de las trayectorias dentro de un atractor, ya
que si observamos el atractor como un todo, en ultima
instancia todas las Orbitas que pasan por la cuenca de
atraccion caen en él.

4- Aperiodicidad: Las 6rbitas de los sistemas cadticos
son aperiddicas, aunque en el sistema pueden existir (y
de hecho por lo general existen) drbitas periddicas, que
son muy importantes para calcular algunos parametros
del sistema.

5-Estabilidad global: Aunque el movimiento de los
puntos en el espacio es localmente inestable, los sistemas
fisicos que se estudian deben tener determinada estabili-
dad durante un tiempo dado para poder ser estudiados.

De todas formas esta no es una definicidn, es a lo su-
mo una enumeracion de caracteristicas que deben cum-
plir los sistemas cadticos. La siguiente definicion es de
autorfa del filésofo chino Huajue Liu (Universidad de
Beijin) y dice:

El movimiento cadtico es un comportamiento recu-
rrente, aperiodico, generado a partir de una ecuacion
deterministica no lineal con dependencia sensible a las
condiciones iniciales.

(Cuando debemos tener en cuenta el caos? Un siste-
ma de muchos cuerpos como el sistema solar en princi-
pio admite soluciones cadticas, sin embargo, la predic-
ciéon de los eclipses, las posiciones de los planetas e
incluso de sus satélites se hace sin ninglin problema. El
concepto de tiempo de Lyapunov, esto es, el tiempo que
demora una regién del espacio de fases con dimensiones
similares a la precisién de la observacion, en alcanzar
todo el espacio de fases accesible, nos ayuda a discernir
cuando usar dichas ideas. Si el tiempo de observacion
del sistema es mayor que el tiempo de Lyapunov, enton-
ces es obligado tener en cuenta el cardcter cadtico del
sistema. Asi, la teorfa tiene amplio uso en cuestiones de
mecénica estadistica, en sistemas cudnticos y en cuestio-
nes de estabilidad a largo plazo en mecénica celeste (en
este caso el tiempo de Lyapunov es enorme al comparar-
lo con la edad del sistema solar).

(Cémo enfrentar un problema que involucre un siste-
ma cadtico?

Ante todo se debe olvidar el paradigma de determina-
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cién de las posibles trayectorias del sistema en el espacio
de fases: como ya vimos en un sistema con caos sélo
podremos conocer éstas en un intervalo de tiempo limi-
tado; la evolucidn a largo plazo es imposible de predecir.
Asi, la esencia del método se traslada a la descripcion
analitica de las caracteristicas de las orbitas posibles,
para con ellas poder calcular promedios sobre el espacio.

La linea global de ataque ha de ser:

1- Determinacion de la dimension intrinseca del sis-
tema. Esto es, se determina el nimero minimo de coor-
denadas que son necesarias para caracterizar la dindmica.
Si estas dimensiones son muchas, es poco lo que puede
hace la teoria en su estado actual. Sin embargo hay sis-
temas con muchos grados de libertad, incluso infinitos
(por ejemplo el frente de expansién de una llama) que
tiene un nimero limitado de grados de libertad cadticos.
En este caso la dindmica cadtica estd reducida a un nu-
mero bajo de grados de libertad y puede ser estudiada.

2- Se cuentan y clasifican todas las érbitas topologi-
camente distintas dentro de un patrén de jerarquias,
caracterizadas por su longitud. Las 6rbitas periddicas que
se encuentren son el espinazo sobre el cual se montaran
los célculos, por lo tanto tienen gran importancia.

3- Se calculan las magnitudes del sistema a partir de
un formalismo similar al de las funciones de particion de
la Fisica Estadistica.

3 Conclusiones

La teoria del caos, como ya dijimos, es altamente po-
pular, y muchas veces se usa metaféricamente en cam-
pos alejados de su esfera usual. Otras veces las metaforas
se toman como hechos establecidos. Como ya vimos, el
caos tiene caracteristicas cuantitativas que permiten
detectarlo, y un comportamiento general que, segun la
definicién antes expuesta, permiten caracterizar un sis-

tema que lo presente.

Hasta el momento, la teorfa es s6lo aplicable a siste-
mas con un nimero bajo de dimensiones intrinsecas.
Ademads, la dificultad en separar la dindmica asociada
con el caos de la provocada por el ruido ha hecho dificil
aplicar la teoria en las ciencias de la vida y la economia,
aunque en los tltimos tiempos se han obtenido avances
significativos. En las ciencias de la conducta los resulta-
dos alcanzados han sido realmente pobres.
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