Rev. Cub. Fisica vol. 23 No. 2 (2006) p.118-126
Original paper

Revista Cubana de Fisica

Calle INo. 302 e/ 15y 17
Vedado, La Habana.
www.fisica.uh.cu/biblioteca/revcubfi/index.htm

Morfogénesis de patrones formados por

electrodeposicion

E. J. Sudrez-Dominguez’f, E. Izquierdo—Kulichb, E. Tejera®, J.A. Llanos-Pérez’, L.I. Ledesma-
Fosados®, J. A. Betancourt-Mar®, R. Quintana’ y J. M. Nieto-Villar

a) Laboratorio UNE-SAS, Universidad del Noreste, Tampico, México, ejonsd @yahoo.co.uk

b) Dpto. de Ing. Quimica. Fac. de Ing. Quimica, Inst. Superior Politécnico ISPJAE; elena@quimica.cujae.edu.cu ¥
¢) Dpto. de Quimica-Fisica, Fac. de Quimica, Universidad de La Habana, nieto @fq.uh.cu;

d) Catedra de Sistemas Complejos H. Poincaré, Universidad de La Habana, Cuba

‘tautor para la correspondencia

Recibido el 1/2/2007. Aprobado en version final el 1/5/2007.

Sumario. Se realizé un estudio de la dindmica de formacién de patrones de zinc formados por electrodeposicién a dos
valores de corriente constante (3,0 y 10,3 mA). Los resultados experimentales mostraron que la dimensién fractal oscila
de forma amortiguada y tiende a un valor constante de Dy = 1.7. Un comportamiento semejante fue obtenido mediante
la simulacién del proceso utilizando el modelo DLA (Diffusion Limited Aggregation). Se propone un modelo mesos-
copico para describir la formacién de los patrones, y a partir del cual se deduce una ecuacién discreta que predice el
comportamiento oscilatorio de la dimensién fractal y que la misma converge a un valor aproximado de 1,6667. El for-
malismo estocdstico desarrollado permite comprender mejor la morfogénesis de la formacién de los patrones. Los re-
sultados obtenidos apoyan la hipétesis de que la complejidad observada en los patrones se encuentra relacionada con la
naturaleza multifractal de estos.

Abstract. It was made an analysis of the pattern dynamics of zinc electrodeposition at two constant current values (3,0
and 10,3 mA). The experimental results show damped oscillations in fractal dimension that converge to a constant value
of Dy = 1.7. In fact, we found a similar phenomenology in a simulated DLA (Diffusion Limited Aggregation) growth
process. The mesoscopic model proposed allows us to get a better insight of the pattern formation dynamic morpho-
genesis. In this sense, this stochastic formalism makes possible not only to reproduce but also to understand the ob-
served physical complexity. An important characteristic of the formalism developed here is that a discrete equation is
obtained. This equation allows us to reproduce the phenomenological results obtained. These results support the hy-
pothesis that the observed complexity of patterns is related with its multifractal nature.

Palabras clave. Morphogenesis 87.18.La, Patter formation 89.75.Kd, Electrodeposition 81.15.Pq

1 Introduccion

Loa sistemas biolégicos exhiben bellas y diversas estruc-
turas en formas, tamaifios, colores etc. Por ejemplo, los
cultivos formados por la bacteria Bacillus subtilis', ex-
hiben diferentes morfologias, en dependencia de las con-
diciones del medio de crecimiento, que van desde estruc-
turas densas a estructuras ramificadas de tipo dendriticas.

La existencia de estructuras ordenadas no es unica de los
sistemas bioldgicos, sino que se presentan ademads en di-
ferentes sistemas tales como mezclas de fluidos” (Hele-
Shaw flow), en determinados sistemas quimicos’ (reac-
cién de Belousov-Zhabotinsky), en las dunas del desierto
etc.

La dindmica no-lineal constituye la base teérica y la
herramienta practica para la explicacién de la compleji-
dad que exhiben estas estructuras ordenadas4, donde su
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formacion es el resultado de la accidén colectiva de cada
uno de una de sus partes o entidades que la conforman.

Estas estructuras ordenadas o patrones, son el resulta-
do de la auto-organizacién espacio-temporal, del sistema
lejos del equilibrio termodinamico’, y se producen como
consecuencia de la naturaleza no-lineal de las interaccio-
nes de la colectividad y de los procesos de retroalimen-
tacion (feedback) internos. El origen de los patrones nos
conduce a la bisqueda de los mecanismos morfogenéti-
cos de los mismos.

El trabajo seminal de Turing en 1952° establece como
bases de la morfogénesis que, la emergencia de los pa-
trones en la naturaleza es debida a la aparicién de una bi-
furcacién la cual conduce al rompimiento de la simetria
y que estd asociada con el acoplamiento de mecanismos
del tipo reaccion-difusion.

Estos patrones tienen una caracteristica comun rela-
cionada con su geométrica, la cual tiene naturaleza frac-
tal’. En 1984 Matsushita y col.® estudiaron la morfologia
dendritica que exhibian los patrones de zinc obtenidos
por electrodeposicion. Este tipo de patrones pueden ser
obtenidos mediante la electrdlisis de soluciones de
ZnSOy a diferentes concentraciones. El proceso tiene lu-
gar entre dos placas de cristal o acrilico de diferentes es-
pesores, separadas a distancias pequefias y utilizando
electrodos de oro o platino, de tal forma que estos no re-
accionen durante el proceso ni interfieran de una forma u
otra en el mecanismo de electrodeposicion del zinc’.

La morfologia de los patrones puede modificarse de
diferentes maneras: afiadiendo un electrolito soporte,
modificando las dimensiones de las celdas, cambiando
las concentraciones, el voltaje y la corriente eléctrica'® o
variando la velocidad de electrodeposicién. Una de las
opciones para variar la velocidad de electrodeposicion
consiste en modificar la corriente eléctrica cambiando la
distancia entre los electrodos, donde la corriente dismi-
nuye cuando esta distancia se incrementa y viceversa.

Argould y col.'' en 1993, realizaron mediciones del
potencial de la celda en el tiempo y encontraron, eviden-
cias experimentales de la existencia de caos tipo homo-
clinico durante el proceso de electrodeposicién de zinc.
En 1997 Fleury' aport6 una nueva evidencia sobre el
caricter oscilatorio de la formacién de patrones, durante
el proceso de nucleacién, donde el tamafio del grano
después de un evento de nucleacién define un ruido
geométrico que conlleva a la pérdida de estabilidad de la
interfase.

Recientemente Wang y col."”, contrario a lo hallado
por Argould y col."', encontraron oscilaciones periédicas
del potencial de la celda, las cuales atribuyeron a la al-
ternancia entre los procesos de deposicién de zinc y de
hidréxido de zinc, respectivamente.

En 1981 Witten and Sander'* introdujeron un modelo
fisico, agregacion limitada por difusién, DLA (Difusién
Limited Aggregation) que simula el crecimiento fractal. El
modelo DLA se ha empleado para simular el crecimiento
de patrones en una diversidad de procesos'®, debido a su
simplicidad, aunque su limitacién fundamental es que no
explica la naturaleza fractal de los patrones'®.

El proceso de electrodeposicién representa per se un
modelo de experimentacién ideal para indagar sobre el
origen de la complejidad que exhiben los patrones natu-
rales. En este trabajo el objetivo que se persigue es pro-
fundizar en las bases morfogenéticas de los patrones
formados por electrodeposicién en dos dimensiones. El
mismo estd estructurado de la siguiente manera: en la
seccion 2 se describe el método experimental empleado,
en la seccién 3 se reportan los resultados observados y se
comparan con los que se predicen por el modelo DLA,
en la seccién 4 se desarrolla un formalismo para la ob-
tencién de un modelo mesoscépico con objeto de buscar
una explicacion tedrica a las fluctuaciones observadas en
la dindmica de crecimiento de los patrones y finalmente,
en la seccion 5, se presentan las conclusiones.

2 Parte experimental y descripcion del
Experimento

A. Sistema. El sistema utilizado para generar los patro-
nes por electrodeposicion se muestra esquemadticamente
en la figura 1. La celda esta formada por una placa Petri
cubierta con una placa de polietileno y se usaron electro-
dos de platino 0.44 mm de didmetro; el cdtodo se en-
cuentra por el centro introducido en la parte inferior y el
dnodo de forma circular de didmetro igual a 88 mm.

Figura 1. Esquema de la celda empleada utilizada para el ex-
perimento. En la celda el catodo (1) es colocado por la parte in-
ferior de la misma y el 4nodo (2) de forma circular (=88 mm)
es colocado entre las dos placas (parte punteada), (3) micros-
copio, (4) fuente de poder, (5) resistencia mayor a la resistencia
de la celda, (6) multimetro, (7) registro de imagen, (8) captura
de video y (9) ordenador.

Para la electrodeposicién se utilizaron 5 y 10 mL de
solucién 0.1 M de ZnSO, y los experimentos se realiza-
ron a corriente constante, 3 mA y 10.3 mA, utilizando
“luz fluorescente” para iluminar los patrones a tempera-
tura constante e igual a 25°C. La variacién del potencial
de la celda en el tiempo se registré con un Multimetro
digital Steren MUL-500 con interfase a la computadora.

B. Crecimiento de los patrones. Los crecimientos de
los patrones se realizaron a un tiempo maximo de elec-
trodeposicién de 390 segundos y las imagenes se captu-
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raron cada 30 segundos con una cdmara Samsung Digi-
max con su mayor resolucién y se empleé un microsco-
pio marca Zeigen a 10 ampliaciones (ver Figuras 2 y 3).
Los experimentos se repitieron por triplicado.

Las imdgenes obtenidas del crecimiento se llevaron a
blanco y negro con ayuda del programa ImageJ 1.36b
(http://rsb.info.nih.gov/ij/).

La dimensién fractal D,y de los patrones se determind
por el método del conteo de cajas'’ (box counting), el al-
goritmo fue optimizado y se programé en Delphi 7.

3 Dinamica de la formacion de patrones

A pesar de que la literatura, sobre el tema de la forma-
cién de patrones por electrodeposicion, exhibe puntos de
vistas diferentes en relacién con el origen y tipo de osci-
laciones, se evidencia no obstante la existencia de proce-
sos de auto-organizacidn espacio-temporal. Con el obje-
tivo de conocer la dindmica fenomenolégica de la for-
macién de patrones, se determiné la dimension fractal D,
de los mismos en el tiempo. Esto permitié una parame-
trizacién precisa de la complejidad de los patrones for-
mados, lo cual es equivalente a “congelar” la dindmica
en el tiempo.

Tal y como se muestra en la figura 4, se observan os-
cilaciones en la dimension fractal de los patrones que se
amortiguan en el tiempo y que tienden a un valor cons-
tante de Dy = 1.7, independientemente del valor de co-
rriente aplicado, lo cual sugiere un comportamiento fe-
nomenoldgico general e independiente de las caracteris-
ticas particulares de cémo se lleve a cabo el experimen-
to. Por otra parte, esto complementa lo encontrado por
Fleury'? en relacién a las oscilaciones observadas duran-
te en la etapa de nucleacién en la formacién de los pa-
trones y apoya las evidencias experimentales con rela-
cion a la naturaleza multifractal de los patrones formados
por electrodeposicion'”.

Para tener un complemento adicional en relacién a la
fenomenologia observada se generaron patrones utili-
zando el modelo DLA (ver figura 5). De forma andloga
se determiné la D, de los mismos en el tiempo. Segin se
muestra en la figura 6 se observa, independientemente de
los detalles, oscilaciones temporales que se amortiguan y
convergen a un valor constante de de D, = 1.7, valor es-
te, que coincide con lo ya reportado en la literatura'.

Estos resultados apoyan que, en la formacién de los
patrones por electrodeposicién e independientemente de
las particularidades del experimento, el proceso esta go-
bernado por una dindmica compleja lo que evidencia la
auto-organizacién espacio-temporal lejos del equilibrio
termodindmico. En otras palabras, este fendémeno, estd
gobernado por las bifurcaciones, de ahfi el rol que puedan
desempenar las fluctuaciones durante el crecimiento de
los mismos.

Segtin se muestra en las Figuras 2 y 3, a medida que
transcurre el tiempo va creciendo el nimero de ramifica-
ciones de los patrones. De ahi que un tratamiento esto-
céstico ayudaria a esclarecer las bases morfogenéticas de

la formacién de los patrones.

Figura 2. Patrones obtenidos por electrodeposicion a diferentes
tiempos a corriente constante igual a 10.3 mA y a la temperatu-
ra de 25°C.

Figura 3. Patrones obtenidos por electrodeposicion a diferentes
tiempos a corriente constante igual a 3 mA y a la temperatura
de 25°C.
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Figura 4. Variacién de la dimension fractal Dy de los patrones
formados en el tiempo para diferentes valores de corriente,
10.3 mA (alta) y 3 mA (baja).
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4 Modelo mesoscopico

A. Geometria del sistema. Con el propésito de esta-
blecer un formalismo estocdstico se postula que el siste-
ma considerado estd formado por dos fases distinguibles
entre si: una es la disolucién en la cual se encuentran di-
suelta los iones /, y la otra es un sélido cuya superficie
circular se encuentra en contacto con la disolucién y so-
bre la cual se forma el agregado de particulas deposita-
das Z. Esta superficie se divide en celdillas elementales
de igual 4rea, donde todas estas celdillas tienen forma de
sector anular, excepto la del centro, que es circular, y so-
bre la cual se deposita la particula semilla a partir de la
cual se conforma todo el conglomerado (ver Figura 7).

Cada celdilla tiene un centro de coordenadas definido
por el radio r y el dngulo@. El 4rea de la celda central se
determina como:

oy = Ty’ ey
mientras que el drea del resto de las celdillas, conside-

rando que la distancia entre los anillos es constante e
igual a ry, estd dada por:

a, =%t9n [(rn +0,5.r02 )2 —(rn —0,5.r02 )2}

= % o rr, (2)

Para garantizar que todas las celdillas elementales
tengan igual 4rea el espacio no puede ser discretizado de
forma arbitraria, sino que el niimero de sectores anulares
depende de la distancia al centro de la superficie. En este
caso, a partir de consideraciones geométricas, se obtiene
que el nimero de celdas N, en un anillo donde todas sus
celdillas tienen como coordenada radial el valor de r,,
estd dado por:

N, =47n.e, ;’ S

0

B. Formacion de los patrones. En la formacién
de los patrones se asume que: en el centro de la superfi-
cie tiene lugar la deposicién de una primera particula, la
cual actia como un atractor primario para los iones, los
cuales se mueven en direccion radial hacia el atractor.
Los iones se mueven libremente hasta que encuentran
una particula depositada, con la cual interaccionan, con-
virtiéndose entonces en parte del agregado. Debido a que
la deposicién ocurre cuando se produce la interaccidén, y
es mds probable que los iones interaccionen con las par-
ticulas depositadas que se encuentran en las zonas mds
alejadas del centro, la estructura empieza a ramificarse a
partir del centro y comienza a definirse su caracter frac-
tal. Posteriormente, las particulas que forman parte del
agregado primario, pueden a su vez convertirse en atrac-
tores secundarios de los iones, produciéndose entonces la
formacién de ramificaciones y agregados secundarios
que rompen con la simetria original del agregado (ver
Figura 8).

Este proceso se repite, de forma tal que es posible, al

menos tedricamente, la formacion de infinitas ramifica-
ciones. Cada ramificacién implica una bifurcacién, en el
sentido de que los iones cambian la direccién de su mo-
vimiento y se orientan hacia el nuevo atractor. Es im-
portante sefialar que la formacién de las ramificaciones
ocurre de forma simultanea, es decir, la formacion de los
agregados secundarios se produce mientras a su vez evo-
luciona el agregado primario.

Figura 5. Patrén aleatorio obtenido por la simulacién con el
modelo DLA, para 10000 particulas

1.80 =

1.75

1.7 1 'T h-..-

LR
1 |
ool
.I- ﬁ'.-

160 o

1.8

1-m T . L] L T A L] r T " T -
tua]

Figura 6. Variacion de la dimensién fractal Dy de los patrones
formados en el tiempo generados por la simulacién con el mo-
delo DLA
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Figura 7. Discretizacién del espacio para modelar el sistema,
donde r representa la distancia radial desde el centro de la su-
perficie y @representa el dngulo

Por otra parte, se establecen un conjunto de definicio-
nes importantes para establecer las bases de un modelo
coherente. En primer lugar, se considera como entidad a
un sitio de la superficie que se encuentra ocupado, mien-
tras que un atractor es una entidad que es capaz de atraer
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hacia si a los iones.

En segundo lugar, se considera la escala en la cual se
realizan las observaciones, y que en el experimento pue-
den observarse sitios ocupados, es decir, entidades, que
al nivel microscépico tengan una determinada estructura
fractal, tal y como se muestra en la Figura 9.

A partir de las consideraciones anteriores, relativas a
la formacion de la estructura y sus caracteristicas, se de-
finen los fendmenos que ocurren a escala microscopica.
Para ello lo que se visualiza es lo que sucede en cada
celdilla elemental del espacio, donde el estado de cada
celdilla se caracteriza por el nimero de iones disueltos
en contacto con esta y el nimero de particulas que se en-
cuentran depositadas.

Se considera entonces que el cambio en el estado de
la celda es causado por dos fenémenos fundamentales: el
primero es el movimiento de los iones (migracién, difu-
sién y conveccién) hacia el atractor, donde esta movili-
dad solo ocurre en aquellas zonas en las cuales no exis-
ten particulas depositadas. El segundo es la deposicidn,
la cual solo puede tener lugar cuando un i6n llega a una
celda, adyacente a la cual existe una celda ocupada por
una particula depositada. Notese que la movilidad y la
deposicién son fendmenos excluyentes entre si, y que
una vez que se produce la deposicién en un sitio en este
se alcanza un estado estacionario, ya que la deposicién
es irreversible (se garantiza la ausencia de electrodisolu-
cion).

Considerando estos dos fenémenos se suponen enton-
ces los tres procesos microscopicos fundamentales que
tienen lugar al nivel de las particulas individuales y las
celdillas elementales. El primer proceso es el aumento de
los iones debido a la movilidad de estos desde las celdas
adyacentes mds alejadas del atractor, el segundo proceso
es la disminucién de los iones debido al movimiento de
estos hacia las celdas mds cercanas al atractor y el tercer
proceso es la conversion de los iones en particulas depo-
sitadas cuando en la celda adyacente existen particulas
depositadas. Estos procesos tienen lugar con determina-
da probabilidad.

En este caso, las probabilidades a priori que se esta-
blecen son las probabilidades de transicién por unidad de
tiempo asociadas a los procesos microscOpicos. A partir
de estas probabilidades a priori se obtiene la Ecuacién
Maestra (EM) que describe el comportamiento de la pro-
babilidad asociada a la concentracién de los iones y de
las particulas depositadas, respectivamente, en una celda
elemental. Como solo interesa el comportamiento del pa-
trén espacial de las particulas depositadas, la EM se re-
suelve congelando el sistema en el tiempo, es decir, se
obtiene la solucién correspondiente al estado estaciona-
rio.

C. Obtencion y solucion de la EM. Para obtener la
EM es necesario definir las ecuaciones que describen las
probabilidades de transicién por unidad de tiempo aso-
ciados a cada uno de los procesos que tienen lugar a es-
cala microscépica y el cambio en el estado de la celda

que tiene lugar cuando ocurren los mismos. Se considera
la presencia de dos especies de entidades, los iones / y
las particulas Z depositadas sobre la superficie y que
conforman el agregado. De esta forma, el estado de cada
celda elemental se define a través del vector:

n(r.0) = [1 (r 9)} )

Z(r,é?)

Agregado
primario

Aaregado
seasndario

Figura 8. Ramificaciones que ocurren en un agregado de parti-
culas con dimensién fractal. Las flechas indican la direccién
seguida por los iones durante la formacién del agregado pro-
ducto de la anisotropia creada en el espacio por un atractor.

Entidad {alo ocupad]

Figura 9. Concepcién de agregado, entidad y particula de
acuerdo con las consideraciones establecidas

Los procesos que se suponen que tienen lugar al nivel
de las entidades elementales y que provocan un cambio
en el estado de la celda, asi como las probabilidades de
transicién asociadas a los mismos, son los siguientes: El
incremento en 1 de los iones en la celda con coordenadas
(r, 6) debido al movimiento de estos desde el sitio adya-
cente (r+4r, 6):

W, = i E[1(r,0))5[2(r,0)] (5)

Donde se supone que esta probabilidad de transicion
es lineal con respecto al nimero de iones en la celda ad-
yacente con coordenadas (r+A4r;6) y directamente pro-
porcional al inverso del tiempo de residencia de los iones
en contacto con la celdilla, definido como la distancia
entre las celdas y la velocidad de movimiento de la parti-
cula en la direccién radial. La delta o de Dirac que apa-
rece en la ecuacién implica que esta movilidad solo es
posible cuando en la celda no existen particulas deposi-
tadas.
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El segundo proceso, es la disminucién en 1 de los io-
nes presentes en la celda con coordenadas (r, ) debido al
paso de las particulas hacia la celda con coordenadas (-
Ar, 6):

W, =1 0)lE [z (ro)lz(ro]  ©

Donde esta probabilidad de transicion, al igual que la
anterior, se considera proporcional al inverso del tiempo
de residencia de los iones en la celda y que depende li-
nealmente de la concentracién de particulas en la celda.
Al igual que en la ecuacién (5) la presencia de las dos
funciones de Dirac implica que esta disminucién asocia-
da a la movilidad solo es posible cuando no existen par-
ticulas depositadas en la celda analizada ni en la adya-
cente.

El tercer proceso es la disminucion en 1 de los iones
debido a su deposicién al contactar con una particula de-
positada en el sitio adyacente:

W, =k, I(r.6)E;~ [2(r.6)]-2(r.0)] )

Se supone que este proceso solo ocurre cuando no
existen particulas depositadas en la celda analizada pero
si en la celda adyacente. En las ecuaciones anteriores v
es la velocidad radial de movimiento de los iones debido
a la atraccion ejercida por la particula semilla, k; es una
constante que involucra al inverso del tiempo requerido
por la reduccién de los iones zinc y formar parte del
conglomerado, Ar caracteriza el tamafio de la celda ele-
mental y E es el operador paso que actda sobre las fun-
ciones en variable discreta de forma tal que:

E/lfl=fln+a) @

A partir de las probabilidades de transicion por unidad
de tiempo dadas por las ecuaciones (5), (6) y (7) se ob-
tiene la EM'® que describe al sistema bajo estudio:

oP o Vo4
—=\E; -1)—E|I(r,0)|6(Z(r,0))P 9
=B =) e [1(no)]s(z(re) P ©)

+(E 1)1 (r0) S £ [1(r.6)]]5(2(r.0)) P

+(EE,' ~1)k,I (r.0)(E;> [2(r.0)]-Z(r.60)) P
donde P es la probabilidad de tener / iones y Z particulas
depositadas en la celda al tiempo .

En la ecuacidén (9) aparecen involucradas dos escalas
de tiempo diferentes. Una estd relacionada con el tiempo
de observacion asociado a la formacién del patrén al ni-
vel macroscépico, y aparece de forma explicita en la de-
rivada temporal del lado izquierdo de la ecuacién. La
otra escala estd relacionada con la duracién temporal de
los procesos que tienen lugar a escala microscépica, y se
encuentra implicita en las probabilidades de transicién
por unidad de tiempo. La condicién inicial que se esta-
blece para la solucién de la EM es que para tiempo igual
a cero no existen particulas depositadas en ninguna celda
excepto en la celda central, donde se encuentra la parti-
cula semilla que actia como atractor primario y a partir
de la cual se genera todo el agregado.

La ecuacion maestra (9) es no lineal en el sentido de
las probabilidades de transicién por unidad de tiempo,

por lo que para resolverla es inevitable el empleo de mé-
todos aproximados, lo que constituye una de las limita-
ciones del modelo.

Como se explicé anteriormente, lo que interesa des-
cribir es el patrén espacial que forman las particulas de-
positadas, por lo que la solucién de interés es la corres-
pondiente al estado estacionario. En este sentido, se su-
pone que en las cercanias a este la funcién de probabili-
dad asociada a la cantidad de particulas depositadas es
normal o gaussiana, por lo que la misma queda comple-
tamente definida a través del primer momento o valor
esperado y el segundo momento o varianza. Es por ello
que para encontrar la solucién de la ecuaciéon maestra se
aplica el método de aproximacién lineal al ruido".

Para esto se determina el primer y el segundo momen-
to asociado a las probabilidades de transicién por unidad
de tiempo, donde el primer momento @; es un vector de-
finido como:

@, | [W,-W,-W.
a)l — 1 — 1 2 3 (10)
L@, W,
y el segundo momento @ es una matriz dada por:
w w
wz — 11 1Z :|
:a)Z[ a)ZZ (1 1)
W+W,+W, W,
- L -W; W,

Se determina entonces la derivada del primer momen-
to de las probabilidades de transicién por unidad de
tiempo con respecto al vector de estado n dado por la
ecuacioén (4), el cual estd dado por la:

Kl 0w, Jw,

| _lar o
ha=| G o el=3h Ge |

oz oz oz

De acuerdo con el método de la aproximacién lineal
al ruido el comportamiento del valor esperado del vector
de estado se describe a través de la ecuacion diferencial:

dn

_— = 0)1

dt
Mientras que el comportamiento de la matriz ¢ de

las varianzas y covarianzas se describe a través de la
ecuacion diferencial:

do?
dt

A partir de las ecuaciones de la (10) a la (14) se ob-
tiene:

di(r,0) v

=—E™[1(r.60)]6[Z(r.0)]

i A
- 1(r6)8[2(r.0) ][ £ [2(-.0)]]

kI (r.0)(E;*[2(r.0)]-Z(r.0))

13)

= (anwl )(72 + 0-2 (anwl )T + (02 (14)

5)
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E*[z(r.0)]
-Z(r,0)

dz(r.6)
dt

(16)

dvar(l)_

dt
) ié‘[z(ng)]é‘[&_”[Z(rva):u v

o (£ [2(00))-2(r0)

) +Ar|:1(r,9):|
+Ar5[2(rﬁ)][ (r6)d[ £ [z "g)ﬂ]
k1 (r.0)(E;[2(1.60)]-7(r.0))
dcov(1,Z)

d—

[tz

17
ar(7) {an

I Z)
cov (18)

— E*A’[l r 9

1(r6) EEA'[Z(r,G

cov(1,Z)

d

ws 20

-Z(r.0)

dvar(Z) 4 1r0) Ev{z(r0)] (19)

dt —Z(r,9)

Las ecuaciones de la (15) a la (19) describen la evolu-
cién dindmica del proceso de electrodeposicién en rela-
cién con el comportamiento del valor esperado de la
concentracién de iones y particulas, respectivamente, y
la magnitud de las fluctuaciones que se producen alrede-
dor de este valor como resultado del carécter aleatorio
de la movilidad de los iones y la deposicion de las parti-
culas. Con el propésito de describir la formacion del pa-
trén utilizando como variable macroscdpica la dimensién
fractal se congela el sistema en el tiempo, considerando
entonces la solucién de estado estacionario correspon-
diente a la concentracion de particulas depositadas p, en
la celda, que se determina como:

== (20)
Pz o)

donde Q es el tamafio de la celda, el cual es igual al drea
de la misma. Sustituyendo la ecuacién (20) en las ecua-
ciones (19) y (16) y expresando el operador paso E en su
forma continua, se obtiene:
. 9,
ot

=—k,I(r,0) > 1)

y

dvarlp,)__k,1(r6)dp,
ot Q or
Para obtener la solucion de estado estacionario se
hace igual a cero la derivada temporal que aparece en
ambas ecuaciones, de donde se obtiene:
p, =cte

(22)

(23)
varlp,) =22 = Pz
Q zr

Una vez que se ha obtenido una ecuacién para descri-
bir la concentracién de particulas depositadas en una
celda elemental se considera entonces como sistema ob-
servado no una celda elemental, sino una zona del agre-
gado en el cual existe un solo atractor. Para ello se inte-
gra p, con respecto al radio y se calcula la varianza con-
siderando como sistema observado el tamaiio total de la
zona observada del agregado. En este caso, tomando en
cuenta las consideraciones establecidas, se obtiene que la
funcién de probabilidad asociada a la concentracién de
particulas en una zona del agregado donde existe un solo

atractor estd dada por:
0.5 2

r exp| - r(s 27[77r) (24)
Va4 4n
donde P(s) es la probabilidad de tener una concentracién
s de particulas en una determinada zona del agregado y 77
es una constante que representa la cantidad de particulas
que pueden ser contenidas en una celda. Nétese en este
caso que la varianza es inversamente proporcional al ta-
mafio del sistema observado, lo cual implica que la pro-
babilidad de encontrar una particula del agregado en una
zona observada del mismo se incrementa a medida que
se aumenta el tamafo de esta zona, lo cual esta de acuer-
do con las observaciones experimentales. Esta probabili-
dad representa el modelo mesoscépico del sistema, en el
cual la concentracién de particulas en una regién del
agregado resulta ser una variable estocdstica debido al
carcter aleatorio de los procesos que tienen lugar a es-
cala microscépica.

P(s) =

D. Obtencion de la dimension fractal. La ecuacién
(24) indica que la distribucién espacial de las particulas
depositadas, y por ende la morfologia particular que pre-
senta el patrdn, tiene un cardcter probabilistico. Esto se
refleja en el hecho de que, dos patrones, que aparente-
mente presentan morfologias diferentes cuando se obser-
van visualmente, sean equivalentes cuando se caracteri-
zan a través de la dimensién fractal (véase por ejemplo
las imagenes de los patrones a 390 s en las figuras 2 y 3).

Sin embargo, para poder definir la dimensién fractal
en su forma general es necesario estimar como se com-
porta la cantidad de entidades con respecto al radio del
agregado en su conjunto, y no de una zona del mismo,
asi como establecer si las entidades son particulas indi-
viduales o agregados secundarios. Para esto se toma en
cuenta el concepto de probabilidad como conjunto, en el
cual la probabilidad se define como el nimero de entida-
des totales observadas dividido por el nimero de sitios
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totales. Desde este punto de vista, el valor esperado de la
probabilidad dada por la ecuacién (24) se va a suponer
como una estimacién de la densidad de entidades presen-
tes dentro de un radio r del agregado, tomando como ra-
dio igual a cero el centro de la superficie circular en la
cual se genera todo el conglomerado y como 77 la densi-
dad de sustancia en la entidad. En este caso, la cantidad
de entidades contenidas dentro de un radio r se determi-

na como:
2rr

P = d dé
’r['([ ’ (25)
—ZJZFJ.C drd9

donde C es una constante.

La ecuacién (25) se refiere al nimero de entidades,
por lo tanto, se establece la siguiente expresién general
para determinar la concentracion de particulas en una en-
tidad:

Dy
p="0 ; (26)
.1y
donde D, es la dimension fractal de la entidad que actda
como atractor, la cual es igual a la dimensién topoldgica
cuando la entidad observada es una particula individual
del agregado, mientras que serd menor que dos cuando
se ha producido una bifurcacién en el sistema, de forma
tal que las particulas que forman parte del agregado pri-
mario se convierten en atractores y se forman las ramifi-
caciones secundarias.

En este sentido, tomando en cuenta que es posible la
formacion de infinitas ramificaciones, las ecuaciones
(25) y (26) se relacionan entre si de forma apropiada pa-
ra establecer un algoritmo que describa la evolucién de
la dimensién fractal a medida que se van produciendo
estas ramificaciones. Partiendo de esta definicién se re-
escribe entonces la ecuacion para obtener el valor espe-
rado del nimero de particulas en funcién del orden de la
ramificacion:

~€xp 1 dr

O S ap =l

0.5+0.5(2-Dy,)

<q>>n+l = .[K'H'lr dr

_ 1.5+0.5(2-Dy, |
<q)>n+l - ﬂ”“'l

Aplicando entonces el concepto de dimension de ca-
pacidad se obtiene entonces un algoritmo discreto que
permite el cdlculo de la misma como:

0 =15+05(2-D,,)
D

on=0) = 2

En la ecuacion (28) n es el nimero de la ramificacion,
y contiene implicitamente al intervalo de tiempo necesa-
rio para que se produzcan las bifurcaciones. En la figura
10 se muestra la dindmica discreta, generada a partir de

27

(28)

la ecuacién (28) de la dimensién fractal de los patrones
formados.

20+
1 9-|
15|
174

N —

154

T T T T T T T T T

1 2 a & f 10
t Jua]

Figura 10. Dependencia de la dimension fractal Dy, predicha
por la ecuacién (28) en unidades arbitrarias de tiempo (ua)

El modelo mesoscopico predice que aparecen oscila-
ciones en la dimensién fractal que se amortiguan y con-
vergen a un valor constante aproximadamente igual a
1.7, lo que coincide con lo encontrado experimentalmen-
te y lo predicho con el modelo DLA. Este resultado te6-
rico implica que la presencia de oscilaciones en el com-
portamiento de la dimensién fractal durante la evolucién
del patrén puede ser explicada considerando que estas
oscilaciones se deben a la aparicion de nuevos atractores,
a partir de los cuales se conforman nuevos agregados de
particulas dentro del conglomerado, y donde estos agre-
gados también tienen una geometria fractal.

5 Conclusiones

En resumen, en el presente trabajo mostramos resultados
experimentales relacionados con la dindmica de forma-
cién de los patrones de zinc obtenidos por electrodeposi-
cién, donde se encuentra que aparecen oscilaciones en la
dimension fractal que se amortiguan y convergen a un
valor constante de Dy = 1.7. De hecho, se encontré una
fenomenologia semejante al realizar la simulacién utili-
zando el modelo DLA.

Se propone un modelo mesoscdpico que permite una
mejor comprension de la morfogénesis de la dindmica de
formacién de patrones. En este sentido, este formalismo
estocdstico, posibilita no solo reproducir sino también
entender la fisica de la complejidad observada.

A partir del modelo mesoscépico se obtuvo una ecua-
cién que al relacionar la concentracién de particulas de-
positadas con la probabilidad visualizada desde el punto
de vista del conjunto explica que la distribucién espacial
de las particulas y la morfologia particular de cada pa-
trén tiene un cardcter estocdstico, lo que se refleja en el
hecho de que, dos patrones, que aparentemente presentan
morfologias diferentes cuando se observan visualmente,
sean equivalentes cuando se caracterizan a través de la
dimensién fractal.
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Otra caracteristica importante del formalismo desarro-
llado es que se obtiene una ecuacidn discreta para prede-
cir el comportamiento oscilatorio de la dimensién fractal
y que permite reproducir los resultados fenomenoldgicos
obtenidos.

Agradecimientos

Nuestro agradecimiento a los Prof. C. Nuiiez y E. Pe-
ldez por sus valiosas sugerencias y comentarios. Este
trabajo fue financiado parcialmente mediante le con-
venio entre la Universidad del Noreste y el Laborato-
rio SAS de Tampico, México. El trabajo de EIK, ET y
JMNYV ha sido financiado por el Ministerio de Educa-
cién Superior.

Referencias

1. M. Matsushita, F. Hiramatsu, N. Kobayashi, T.
Ozawa, Y. Yamazaki and T. Matsuyama, Biofilms 1, 305
(2004)

2. O. Praud and H. L. Swinney, Phys. Rev. E 72
011406 (2005).

3. AT. Winfree, The Geometry of Biological Time
(Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1990).

4. A.L. Barabasi and H. E. Stanley, Fractal Concepts
in Surface Growth (Cambridge University Press, Cam-
bridge, England, 1995).

5. G. Nicolis and I. Prigogine, Self-Organization in

Non-Equilibrium Systems (Wiley, NY, 1977).

6. P. Glandorf et I. Prigogine, Structure Stabilite et
Fluctuations (Mansson et C, 1971)

7. B. Mandelbrot, La geometria fractal de la naturale-
za (Tusquets Editores, 1997)

8. M. Matsushita, M. Sano, Y. Hayakawa, H. Honjo
and Y. Sawada, Phys. Rev. Lett. 53, 286 (1984)

9. J.M. Costa, F. Sagués, and M. Vilarrasa, Phys. Rev.
437057 (1991).

10. P.P. Trigueros, F. Sagués, J. Claret, F. Mas, J.
Electroanal. Chem. 328 165(1992).

11. F. Argoul, J. Huth, P. Merzeau, A. Arnéodo and
Harry L. Swinney, Physica D 62 170 (1993).

12. V. Fleury, Nature 30 145(1997).

13. S. Wang, K. Zhang, Q. Xu, M. Wang, R. Peng, Z.
Zhang and N. Ming, J. Phys. Soc. Jpn. 72 1574 (2003).

14. T. A. Witten and L. M. Sander, Phys. Rev. Lett.
47 1400 (1981).

15. T. C. Halsey, Physics Today 53 36(2000).

16. L. M. Sander, Contemporary Physics 41 203
(2000).

17. A. Block, W. von Bloch and H.J. Schellnhuber,
Phys. Rev. 42 1869 (1991).

18. Gardiner C. W. Handbook of Stochastic Methods,
(Springer-Verlag, 2004).

19. N.G Van Kampen, Stochastic Processes in
Physics and Chemistry, (N.H Publications, 1992).

126



