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Sumario. Se presenta el Problema de los Matrimonios junto a algunos resultados y algoritmos. Se define el problema
con informacién incompleta G(c) y se demuestran algunos teoremas que lo hacen equivalente a un problema con

informacién incompleta G’(c=1). Basados en eso calculamos la probabilidad

estable en el que todos los jugadores estén casados en G(c). Se calcula la conectividad critica

c

£O

de encontrar al menos un estado

Ce que define el rango

(¢ ...1] de conectividades en las que es posible asignar matrimonios de forma estable a todos los jugadores.

Abstract. After a brief introduction to the Stable Marriage Problem (SMP) and to some known algorithms and results,
we define the SMP with incomplete information G(c). We show that it can be turned into an equivalent problem
G’(c=1) with complete information. This equivalence will be used to derive an analytic expression for the probability

L0

of having at least one stable state where every player is married in the incomplete information game G(c). The

range of connectivities (¢ ...1] defines the games with incomplete information where it is reasonable to look for a

stable state where every player is married. An analytic expression is given for

c
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1 Introduccion

La segunda mitad del siglo XX vivid el nacimiento y la
consolidacién de la Teoria de Juegos como modelo de
sistemas econdmicos, sociales y bioldgicos. Surgida en
1944 a partir de los trabajos de John von Neuman, la
teoria de juegos se define hoy como un campo de las
matemdticas aplicadas enfocado a la descripcién de
sistemas de muchos agentes con intereses conflictivos.
Su estudio ha merecido varios premios Nobel en
Ciencias Econdémicas, entre ellos el de John Nash, John
Harsanyi y Reinhard Selte en 1994 y mds recientemente
el otorgado a Thomas Schelling y Robert Aumann en el

afio 2005. Desde la década de los 80 el campo también
se ha vuelto comin entre los fisicos, especialmente
aquellos que se dedican a la modelaciéon de sistemas
econémicos, sociales o biolégicos'®, y a aquellos que
estudian problemas de optimizacién’”. En este articulo
estudiamos un problema de la Teorfa de Juegos conocido
como el Problema de los Matrimonios Estables.

Un juego se entiende como un conjunto {i L2....N}
de jugadores o agentes, cada uno de los cuales tiene, a su
vez, un conjunto S; de acciones o estrategias posibles a
tomar y una funcién costo asociada que depende de la
estrategia escogida por el jugador en cuestiéon y de la
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escogida por los demads jugadores. Un estado del juego
corresponde a una adopcién de una estrategia por cada
jugador. Los agentes se consideran racionales en el
sentido de que intentardn en todo momento adoptar la
estrategia que minimice su funcién costo. Como ocurre
habitualmente en la vida comun, el resultado beneficioso
o perjudicial de las acciones de cada jugador no depende
s6lo de la estrategia escogida por él, sino también de
aquellas que adoptaron los demds, sobre las cuales no
tiene poder de decisidon. Por esto, de forma general los
jugadores no tendrdn una Unica estrategia Optima sino
que la mejor de sus acciones variard en dependencia de
las decisiones tomadas por los demds jugadores. Un
ejemplo clasico es la bolsa de valores'* donde hay que
decidir entre vender o comprar acciones, y lo mads
conveniente serd hacer aquello que menos jugadores
hacen.

2 Equilibrio de Nash

El concepto clave de esta teoria es el de Equilibrio de
Nash y se debe a John Nash'>. Si un estado

* * * * . .o, .
IT ={S 1,8 2500058 N}, donde el jugador i-ésimo

esta jugando la estrategia sie S, , es tal que todo
agente estd jugando la mejor de sus respuestas a las

. . , * 3 .
decisiones de los demds, entonces 11" es un Equilibrio
de Nash. Tales estados perduran en el tiempo pues
ningin jugador se ve tentado a desviarse de su

comportamiento, dado que s'i es la estrategia que
minimiza su funcién costo
. . <
Vi Vses. Ul(s*l,s*z,...sl,...;s N): 0
U;(s 1,8 9,...8,...,8 N_1»S N)

tomando fijas las estrategias de los demds. La definicién
vino acompaifiada de la demostracién del Teorema de
Nash' que asegura la existencia de dichos estados
(pueden ser mas de uno) en cualquier juego si se incluye
una definicién un poco mas amplia de estrategia que la
dada hasta aqui.

Es importante sefialar que la estabilidad definida
segin Nash es un concepto estdtico y no implica que la
dindmica de los juegos conduzca a estados estables en el
sentido de Nash.

3 Problema de los Matrimonios
Estables

Este problema aborda desde el punto de vista de la teoria
de juegos la situacién en la que dos conjuntos X e Y de
igual tamafio tienen que ser dispuestos en parejas (X,y)
tomando en consideraciéon las opiniones de cada
elemento respecto a los del otro grupo. En su
planteamiento mds didactico los conjuntos se asocian a
hombres y mujeres, y las parejas se llaman matrimonios,
de lo cual le viene el nombre al problema.
Una instancia de nuestro problema viene dada por:

1. Un conjunto de N hombres y - de N mujeres.

2. Para cada jugador (hombre o mujer) existe una lista
ordenada de los elementos del otro sexo que refleja sus
preferencias (ver Tabla I).

Las decisiones de ambos sexos consisten en la
eleccion de una pareja. El costo x,; =U;(M;) que

tiene para el hombre i-ésimo estar casado con la mujer j-
ésima es el lugar que ocupa dicha mujer en su lista de

preferencias, y andlogamente se define el costo Vi

para la mujer j-ésima.

En todo el tratamiento que sigue las listas de
preferencia se consideran ordenadas aleatoriamente, de
forma que no hay correlacién entre la valoracién de
distintitos jugadores. De ser posible, cada jugador se
casarfa con la primera persona en su lista, pero la
aleatoriedad hard que rara vez un hombre y una mujer se
tengan ambos como los primeros en sus listas. Esta
frustracién es una caracteristica tipica de los sistemas
desordenados®’.

Un estado del problema es una asignacién de parejas

H:{(HI,M |)’(H2’M 2)"'(HN’M N)} en la que
todos los elementos estdn casados con un y sélo un

elemento del sexo opuesto. En la Tabla I se muestra una
instancia del problema de los matrimonios para N=4.

Tabla I
Matrices de Preferencias para los hombres y las
mujeres. N=4
Hombres
Preferencia 1 2 3 4
H, M, M, M, M,
H, M, M, M, M,
H, M, M, M, M,
Mujeres
Preferencia 1 2 3 4
Ml Hz H4 Hl H3
M, Hj H, H, H,
M; H, H, H; H,
M, H, H, H, H,

Los fisicos suelen identificar la funcién costo de la
teoria de juegos con una “energia” de forma que los
intentos de minimizar el costo de los jugadores sean
congruentes con la minimizacién de la energia. . En el

estado IT =" {(H.My), (Ho.My), (Hz,My), (HyMy)}, por
ejemplo, el hombre H1 se encuentra en su mejor
situacion con una energia X;p = X, =1 pues la

mujer M, es la primera de su lista de preferencias,
mientras que M, se encuentra con una energia

Yri = Yor = 2 pues H; es el segundo de su lista. La

energia media de los hombres y las mujeres se define

1 1
XH:NZXI-'H[ y YH:NZ)}H[J
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respectivamente y la energia total de un estado como
E,=X,+Y;.

4 Matrimonios Estables y Equilibrio de
Nash

Dado un estado cualquiera II 1a pareja del hombre H; y
la mujer M; se llamard Inestable si:

1. El hombre H; y la mujer M; no son un matrimonio
en el estado actual.

2. Tanto el hombre H; como la mujer M; preferirian
formar pareja el uno con el otro que con sus actuales
conyuges.

En el estado antes ilustrado, la pareja (H,M,4) es una
Pareja Inestable, pues H, prefiere a M, antes que a su
esposa M;, y M, prefiere a H, antes que a su esposo Hj.
En la vida real esto seria suficiente para que ocurra el
divorcio en los matrimonios a los que pertenecen H, y
M, y estos formen un nuevo matrimonio ganando ambos
en felicidad. Como bien se ilustra las Parejas Inestables
conducen a la reconfiguraciéon de los estados si se
considera a los jugadores actuando racionalmente. Un
Equilibrio de Nash serd, por tanto, un estado que no
contenga ninguna Pareja Inestable, pues ningin jugador
encontrard algo mejor que hacer que quedarse con su
actual pareja. En otras palabras, un tal estado serd estable
respecto a las acciones individuales de los jugadores, de
aqui que también se le llame Matrimonio Estable a un
estado de Equilibrio de Nash. El problema de los
matrimonios estudia la existencia y propiedades de los
estados de equilibrio de Nash.

5 Algoritmo Gale Shapley

Dada una instancia del problema como la antes descrita
el conjunto de los estados posibles tiene N! elementos,

. 0
de los cuales, por necesidad, alguno Il es el de menor
energia total E’ =E o0 - Este estado es el que la

termodindmica predice como el de equilibrio a
temperatura T=0. Las simulaciones demuestran que de

forma general 11 0 , que coincide con el 6ptimo social (el
estado en que las personas son mds felices como
promedio), no es estable seglin Nash. Esta situacién se
repite mucho en teorfa de juegos y tiene la primera
lectura de que los Optimos sociales son inestables
respecto al accionar egoista de los jugadores®'’. Usando
métodos de la fisica de sistemas desordenados Mezard y
Paris® han probado que E° =1.617+/N , mientras que

por métodos probabilisticas'® se ha probado que el
estado estable en que la gente es mds feliz como
promedio tiene una energia E = 27N . En ambos casos
la barra indica la promediacién de la magnitud sobre el
desorden congelado, en este caso sobre el conjunto de
listas de preferencia.

Por otra parte dada cualquier instancia de este
problema, siempre existe al menos un equilibrio de
Nash, y por lo general existen muchos'®'. Las

propiedades estadisticas de estos estados y su
dependencia con N han sido ampliamente
estudiadas®'®"'. En torno a este campo hubo también

mucho trabajo de cientificos de la computacién'*'* en el
disefio de algoritmos que permitieran hallar de forma
eficiente todos los estados estables en una instancia. De
particular interés es el algoritmo de Gale y Shapley'”, en
el que se demuestra que hay una forma muy sencilla de
encontrar un estado estable. La misma se basa en dividir
los sexos por roles: los hombres proponen matrimonio,
las mujeres esperan en casa. Todos los hombres,
mientras estén solteros propondrdn matrimonio a las
mujeres por orden de preferencia en sus listas. Las
mujeres esperardn a recibir proposiciones y aceptardn
siempre que estén solas, o que su actual conyuge sea
menos gustado que el nuevo pretendiente. En este dltimo
caso, las mujeres dejan a un hombre por otro y el
abandonado continda proponiendo a las mujeres de su
lista. El algoritmo termina cuando el udltimo hombre
soltero se casa.

El resultado del algoritmo no depende del orden en
que se implemente, y siempre conduce a un mismo
estado estable segtin Nash. En el ejemplo de la Tabla I,
en el primer paso H; propondria a M, y serfa aceptado,
H, propondria a M, y también seria aceptado, Hj
propondria a My que lo rechazaria pues prefiere a Hy, y
H, propondria a M; que lo aceptaria. En el segundo paso
s6lo queda H3 soltero quien pasa a proponer matrimonio
a la segunda mujer de su lista, M1, quien lo acepta y
termina el algoritmo dando como resultado el estado
n% =H,M,),(H,,M,).(H,,M,),(H,,M,) en el
cual se puede comprobar que no hay ninguna pareja
inestable.

Se puede probar que en ningin otro estado estable
ningin hombre se encuentra casado con una mujer mas

gustada que la que le corresponde en 1% . Es decir,

I1% es el estado optimo para los hombres, mientras
que, también se prueba, es el pésimo para las mujeres.
En valor medio la energia de los hombres y las mujeres
vienen dadas por®:

Gs N
logN
Esto demuestra que la actitud activa ante la toma de
decisiones es mucho mds ventajosa que la pasiva. Por
supuesto, uno puede invertir el rol de los sexos en el
algoritmo de Gale Shapley y obtener el estado 6ptimo
para las mujeres que es el pésimo para los hombres. Si
estos dos estados coinciden, entonces la instancia en
cuestion tendrd solo un estado estable. Si no coinciden
pueden existir muchos mas estados intermedios entre
uno y otro.

iGS =logN Y

(@)

6 Informacién incompleta

Entre las muchas generalizaciones que ha tenido el
problema de los matrimonios, una posible es la
restriccion de la informacion en el siguiente sentido: las
listas de preferencias pueden estar incompletas, de forma
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que hay ciertas posibles parejas (que pudieran ser las
mejores) de las cuales no se tiene criterio porque se les
desconoce. La motivacién es clara: muy a nuestro pesar,
s6lo conocemos una pequefia fraccion de las mujeres
(hombres) de nuestra edad. Desde el punto de vista
econdmico el problema de los matrimonios se usa como
modelo del mercado laboral, y la informacion
incompleta refleja el hecho de que la adquisicién de
informacién cuesta tiempo y recursos, por lo cual tanto
los empleados como los empleadores conocen sélo una
fraccion de sus opciones posibles.

Una primera pregunta a hacerse es como depende la
felicidad media de la cantidad de informacién que se
tiene®. Si bien la ausencia de informacién puede hacer
que desconozcamos a cierta pareja con la cual estariamos
muy a gusto, tiene en cambio la ventaja de reducir la
competencia, pues ahora la cantidad de personas que
conoce a la mujer mds gustada en nuestra lista es menor.
Las simulaciones y los resultados analiticos demuestran
que siempre es preferible la abundancia de informacidn,
aunque venga acompafiada de mis competencia’. Otra
pregunta interesante es la dependencia del nimero de
estados estables en funcion de la informacién disponible
por los jugadores'' o si es posible 0 no tener al menos
una configuracién de equilibrio de Nash. Esta tltima
cuestion es la que abordamos aqui.

Llamaremos conectividad, ¢, a la fraccion de
elementos del sexo opuesto que cada jugador conoce. El
caso c=1 corresponde al de informacién completa,
mientras que c=0 es el caso en que hay un
desconocimiento total de los elementos de sexo opuesto,
y por tanto no existen estados de ningtn tipo. Para un
valor fijado de c, los elementos desconocidos se escogen
al azar con probabilidad 1-c a partir de la lista completa.
Una instancia del problema con informacién ¢=0.5 es la
siguiente:

Aqui se han removido la mitad de los elementos
(aparecen tachados) a partir de las matrices de
preferencias del ejemplo anterior (Tabla I). En este caso
parejas como (H;,M;) no son posibles porque sus
elementos no se conocen. Diremos que una pareja (H,M)
es inestable si:

1. H y M se conocen.

2. Tanto H como M se prefieren mutuamente a sus
actuales conyuges.

El equilibrio de Nash con informacién limitada
seguird siendo el estado en el que no existen Parejas
Inestables. Queremos determinar la probabilidad

P (¢) ge que se pueda asignar parejas a los jugadores
de forma que se obtenga un estado estable en el que todo
el mundo se encuentra casado.

Para calcular Pos (€) demostramos una equivalencia
entre el problema con informacién incompleta y un
problema con informacién completa. Usando resultados
previos del problema con informaciéon completa,

obtenemos una expresion para Ro.
Llamemos G(c) una instancia del problema con
informacién incompleta (ver Tabla II). Definamos G’ la

instancia que se obtiene cuando se reordena una de las
matrices de preferencias (la de los hombres, por
ejemplo) de forma que todos los elementos desconocidos
se ponen después de los conocidos en G(c), y estos
mantienen su orden relativo como se muestra en la Tabla
111

Tabla II
Instancia del problema G(c=0.5). Los elementos
desconocidos aparecen tachados.
Hombres
Preferencia 1 2 3 4
H, M, M, M, M,
H, M, M, M, M,
H, M, M, M, M,
H4 M3 M2 M{, M4
Mujeres
Preferencia 1 2 3 4
M, H, H, H, H,
M, H; H, H, H,
M; H H, H, H,
M, H, H, H, H,

A cada estado 17 del problema G(c) le corresponde

el mismo estado I/ en el problema G’ en el que ahora
todos los hombres estdn casados con una de sus primeras
cN mujeres, pues entre cN+1 y N estdn ubicadas las
mujeres desconocidas en el problema G(c), que no
pueden por tanto pertenecer a ningin estado. En cambio

si 11 es un estado cualquiera en G’, solo serd un estado
en G(c) si cumple la condicién V, xi' <cN. En ese

caso diremos que [le G(c).

Tabla II1
Instancia G’ derivada de la instancia de la Tabla II
con conectividad ¢=0.5. La matriz de los hombres
se ha reordenado y se considera nuevamente el
caso con informacién completa.
Hombres
Preferencia 1 2 3 4
H, M, M, M, M,
H, M, M, M, M,
H, M, M, M, M,
H, M, M, M, M,
Mujeres
Preferencia 1 2 3 4
M, H, H, H, H,
M, H, H, H, H,
M, H, H, H, H,
M, H, H, H, H,

Probemos el siguiente teorema:
TO: Si Ile G(c), entonces una pareja (H,M) es

inestable en G(c) si y solo si es inestable en G’.
Demostraciéon: Notemos primero que a los efectos de
la inestabilidad de una pareja solo importa si H y M se
gustan mds mutuamente que lo que gustan de sus
actuales cényuges, es decir, solo importa la posicién
relativa en la lista de preferencias. Hay dos casos a
analizar. Si los jugadores H y M se conocen en G(c),
entonces las posiciones relativas de los elementos
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conocidos no cambi6 al pasar de G(c) a G’ y por tanto
tampoco cambia el andlisis de la conveniencia de formar
un nuevo matrimonio (H,M). Si los elementos H y M no
se conocen, entonces nunca serdn una pareja inestable en
G(c) (ver definicién), y tampoco lo serdn en G’ pues H
estd casado en el estado actual con una mujer que
conoce, y por tanto ocupa una de las cN primeras
posiciones en sus listas, mientras que M estd después de
la posicién cN por lo cual nunca H la preferird a su
actual pareja. LQQD.

Usando el anterior teorema se pueden demostrar de
forma sencilla los siguientes:

T1: Si un estado es estable en G(c), loesen G’.

T2: Si un estado Il estable en G’ pertenece a G(c),
entonces también es un estado estable en G(c).

T3: Si el resultado 17 del algoritmo Gale Shapley
en G’ pertenece a G(c), entonces también es el resultado
del algoritmo Gale Shapley en G(c).

T4: Si [1%¢ G(c) entonces no hay ningiin estado

estable en G(c) donde todos los jugadores estén casados.
El ultimo teorema se demuestra por reduccién al
absurdo a partir de T1. Supongamos que existe un estado

estable 11 en G(c). Como I7 B G(c), al menos un

GS .
hombre en el estado I/ termindé casado con una
mujer que ocupa una posicioén entre cN+1 y N en su lista

en G’. En el estado 1/ , que en virtud de T1 también es
estable en G’, este hombre se encuentra con una mujer

mds gustada, lo cual contradice que [/ “ seael optimo
para los hombres en G’. LQQD.

Otra forma de escribir T4 nos serd ttil a la hora de
calcular la probabilidad de que existan estados estables
con informacién limitada:

T4 (Corolario): El problema G(c) tiene al menos un
estado estable si y solo si el resultado del algoritmo Gale
Shapley en G’ pertenece a G(c).

Hemos hecho una equivalencia entre la existencia de
estados estables en el problema con informacion
incompleta y cierta propiedad del estado 6ptimo para los
hombres en el problema con informacién completa
derivado. Este resultado no fuera muy util para calcular

P..(¢) deno ser por el siguiente:

TS: Las propiedades estadisticas del problema
derivado G’ son las mismas que la del problema de los
matrimonios con informacién completa y listas de
preferencias aleatorias.

Esto se debe a que el reordenamiento hecho en las
listas de preferencias no implica ninguna correlacién
entre las listas. De esta forma todas las expresiones
obtenidas para el problema de los matrimonios son
validas para los problemas derivados. En la ref. [10] se
demuestra que la probabilidad de encontrar un hombre
con energia q en un estado estable donde las mujeres
tienen una energia media de 1, es:

q=1
Rxm=@—£) ﬁ- 3)

Ademas, como citamos antes, es un resultado

. GS . .
conocido que en el estado [/ las mujeres tienen

N
log N
calcular la probabilidad de que un hombre quede casado
con una mujer que esta mds alld de la posicién cN en su

lista de preferencias como:
N cN
1—’] +(1—’] )
N N

N

Fo)= Y P, (@)=
g=cN+1

En virtud de T4 el problema G(c) tendrd al menos un

estado estable si todos los hombres quedan casados con

. Vamos a

. . —=GS
como promedio una energia r =Y =

. . GS
una de sus primeras cN opciones en el estado [/~ de
G’. Esto tendré una probabilidad:

P = (1-F@©)"

- N - NN
e
N N

(1+e” —e’C’)N

Esta es la relacién que estdbamos buscando y aparece
graficada en Figura 1 junto con el resultado numérico de
las simulaciones hechas para sistemas de distintos
tamanos.

®

N

& j
ey _
wt P[0 um
| |I" Pﬂjﬂ
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[ ] [ B wd [T (11 ]

Figura 1. Se muestra el resultado analitico obtenido en la
ecuacién (5) junto con los resultados numéricos promediados
sobre 103 instancias del problema de los matrimonios

El ajuste es bastante bueno, especialmente en lo que
refiere al cambio de comportamiento entre los sistemas
con estados estables y aquellos que no lo tienen. Una

forma de estimar la conectividad critica Cc que define el
cambio de comportamiento de los sistemas es a través de
la relacion P(c,)=0.5. Haciendo algunas aproxima-

ciones validas para valores grandes de N obtenemos:
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05 = P(c,)
= (I—e)N=ze™" (6)
2
¢ = log" N
N

Un resultado semejante obtuvieron Dzierzawa vy
Omero'' considerando en vez de informacién incompleta
el caso en que tanto hombres como mujeres tienen una
aceptacién umbral para sus parejas. Esto quiere decir que
aunque se tenga opinién de todas las posibles parejas, es
preferible quedar soltero a compartir una relacién con

una persona que estd mds alld de la posicion AN en

nuestra lista, donde A es el umbral de aceptacién y
juega el papel de la conectividad. El resultado de
Dzierzawa y Omero es que si los hombres y mujeres
ajustan su umbral al valor critico, no importa qué sexo
tome la iniciativa, se llega a un estado estable que es
simétrico en energia para hombres y mujeres. El hecho
de que este estado se obtenga justo para el valor critico
de la conectividad tiene también la implicacién de que se
hace menos probable encontrar un estado estable en el
que todos tengan pareja.

Conclusiones

En el estudio del problema de los matrimonios con
informacién  incompleta hemos demostrado la
equivalencia entre este problema y uno derivado con
informacién completa. Los teoremas presentados, y en
especial el T1, T2 y TS pueden ser de utilidad en
trabajos posteriores sobre este modelo.

Basados en T4 y TS y usando resultados conocidos
del problema de los matrimonios con informacién
completa, obtuvimos una expresion para la probabilidad

P(c) ge que existan estados estables en que todos los
elementos estén casados. La forma de la funcién £ (€)

y el valor de €. obtenido permiten clasificar a las
instancias G(c) del problema de los matrimonios con

z

informacién limitada en dos grupos segin ¢ <cC, 6

¢ > ¢, . En el primero de los casos, es imposible lograr

una asignacion estable de parejas a todos los jugadores.
Tomando literalmente el problema de los matrimonios
como modelo de las relaciones de pareja en la sociedad,
y olvidando por un momento las sobresimplificaciones
del modelo, en una poblaciéon de 12 Millones de
personas, donde 6M son de un sexo y 6M del otro, y
alrededor de 1/6 de cada sexo (1M) tienen una edad que
no dista mds de 5 afios de la nuestra, habrifa que conocer

c,N =log” N =log” IM =190
personas del sexo opuesto 0o mds para garantizar una
asignacidn estable de parejas a cada persona.

un promedio de
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