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Sumario. Se ofrece una formulacién para la teorfa cudntica de campos en un espacio-tiempo curvado correspondiente a
una cuerda césmica negra, especificindose los resultados para campos escalares masivos. Se presentan y discuten las
expresiones obtenidas para el valor esperado de vacio renormalizado del tensor de energia-momentum del campo esca-
lar, y se demuestra que la condicién débil de energia de la Relatividad General se viola en el horizonte de la cuerda.

Abstract. Quantum field theory in curved black string space-time is constructed considering the specific case of mas-
sive scalar field. The renormalized vacuum expectation value of the stress tensor of the scalar field is presented and dis-
cussed. It is shown that a violation of the weak energy condition of General Relativity occurs at the horizon of the black

string.
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1 Introduccion

En ausencia de una adecuada Teoria Cuantica de la Gra-
vedad, es necesario disponer de enfoques tedricos alter-
nativos para la discusién de fenémenos astrofisicos de
interés. En este contexto, la Teoria Cudntica de Campos
en espacio-tiempos curvados, conocida también como
Teoria Semiclasica de la Gravedad, resulta adecuada al
menos para ayudarnos a establecer las regularidades que
aparecen en el comportamiento de campos gravitaciona-
les bajo la influencia de su interaccién con otros campos
de materia que obedecen a leyes cudnticas'. En este sen-
tido, estudiar cémo se comporta un campo cudntico en
presencia de un fondo gravitatorio clasico, y a la vez,
qué cambios ocurren en el campo de fondo como resul-
tado de la cuantizacién de otros campos no gravitaciona-
les constituye una primera aproximacién para la com-
prensiéon de muchos fendmenos en los cuales presumi-
blemente se estd muy cerca del régimen en que la grave-
dad debe considerarse en el esquema de gravitones. De
hecho, la investigacién acerca de este tema recibié un
considerable impulso luego del trabajo pionero de Haw-

king en el que descubri6 la radiacién de los agujeros ne-
gros’.

Una de las magnitudes fisicas mds importantes que
deben determinarse a partir de la Teorfa Cudntica de
Campos en fondos curvados (TCCFC), es el valor espe-
rado de vacio (vev) del tensor de energia-momentum

(TEM) del campo cuantico, <Tﬂv>. Esta magnitud es

siempre infinita, por lo que debe regularizarse y luego
renormalizarse. En lo adelante nos referiremos a esta
magnitud entendiendo que la renormalizacién se ha lle-
vado a cabo. La importancia del vev del TEM es que en
la teoria semicldsica de la gravedad esta magnitud cons-
tituye la fuente de las ecuaciones semiclédsicas de Eins-
tein. En lo que sigue, adoptaremos para los tensores de
de curvatura, de Ricci y sus derivadas covariantes el
convenio empleado en el libro de Misner, Thorne y
Wheeler’. Ademds, trabajaremos con unidades en las que
la constantes de Dirac 7 , la de Cavendish Gy la veloci-
dad de la luz en el vacio cson iguales a la unidad. Si

denotamos por Gﬂv al tensor mixto de Einstein, las
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ecuaciones semicldsicas pueden escribirse como

G, =8x(1,") . (1)

Hasta la fecha, existen varios trabajos relacionados

con el célculo de las componentes de <Tﬂv> mediante

enfoques diferentes. La principal dificultad en el pro-

blema de la determinacién de <Tﬂv> es su dependencia

con el tensor métrico del campo gravitacional de fondo.
Por esa razén parece practicamente improbable contar
con una expresion analitica para este objeto geométrico.
Exceptuando algunas expresiones exactas obtenidas en
ciertos tipos de espacio-tiempos muy especiales*”*"* o
bien en el caso de condiciones de contorno con un alto

grado de simetria, la mayoria de las técnicas desarrolla-

das para calcular <Tﬂv>descansan sobre métodos

. 2 4.0 10,11,12
aprox1mados o célculos numerlcosg’ B

Uno de los enfoques existentes para el cdlculo de

v . . . .
<Tﬂ > usa el conocido formalismo del tiempo propio de

Schwinger-DeWitt" , que puede ser usado para investi-
gar fenémenos como la polarizacién del vacio de campos
masivos en un campo gravitatorio. La aproximacién de
Schwinger-DeWitt se basa en un desarrollo en términos
del inverso del cuadrado de la masa del campo cudntico,
y es vélido siempre que la longitud de onda de Compton
del campo sea menor que el radio de curvatura caracte-
ristico del sistema'*'.

Por otro lado, en la Teoria general de la Relatividad
(TGR) , la formulacién dada por Thorne de la conjetura
del aro ( hoop conjecture ) trae como consecuencia el
hecho de que el colapso gravitatorio de distribuciones ci-
lindricas de materia no puede tener como resultado final
la formacién de un agujero negro. Si embargo, la conje-
tura del aro esta fundamentada para espacio-tiempos con
constante cosmolégica nula. Lemos y Zanchin'® demos-
traron que las ecuaciones de Einstein con constante cos-
moldgica negativa poseen soluciones de tipo agujero ne-
gro con simetria cilindrica, a las cuales se le dio el nom-
bre de cuerdas negras. Las soluciones de las ecuaciones
del campo gravitatorio correspondientes a cuerdas negras
cargadas en rotacion poseen muchas similaridades con la
familia de soluciones de agujeros negros de Kerr-
Newmann, a excepcion de que el espacio-tiempo en la
direccion radial es asintéticamente anti De Sitter ( y no
asintéticamente plano). La existencia de cuerdas negras
sugiere que éstas pueden ser el resultado final del colap-
so de distribuciones de materia con simetria cilindrica.

En un trabajo previo'’, hemos desarrollado la aproxi-

macion de Schwinger-DeWitt para al célculo del <Tﬂv>

en el limite de masa grande de un campo escalar masivo
en un espacio-tiempo general , y aplicado los resultados
al caso de espacio-tiempos cilindricamente simétricos'®.
En este trabajo consideramos el problema de evaluar

<Tﬂv> en el caso del espacio-tiempo particular de una

cuerda negra. En la Seccién 2 realizamos una revisién
breve de nuestro formalismo para una teoria de campos
en espacio-tiempos curvos en la aproximacién de masa
grande del campo cudntico. La Seccién 3 se dedica a la
revisién de los aspectos principales relacionados con el
espacio-tiempo asociado a una cuerda negra estitica sin
carga eléctrica, presentdndose en la Seccién 4 los resul-

tados particulares para <T

v . .
u > en este espacio-tiempo. La

ultima seccién contiene algunos elementos conclusivos y
se mencionan las posibles extensiones futuras de este
trabajo.

2 Accion efectiva renormalizada y <Tp">

para un campo escalar masivo en un
campo gravitatorio de fondo arbitrario

Considérese un campo escalar @(x) con masa men
interaccién con un campo gravitacional cldsico en cuatro
dimensiones caracterizado por el tensor métrico g, .
Denotemos por & la constante de acoplamiento entre los
campos. En el caso & =0 se dice que estamos en presen-

cia de un acoplamiento minimo entre al campo escalar y
el fondo gravitatorio, y cuando & =1/6estamos en pre-

sencia de un acoplamiento conforme. La accién para to-
do el sistema se puede escribir como

S=S,+S, @
donde S ¢ S€ refiere a la accidn clasica de Einstein-
Hilbert para el campo gravitatorio

1
S, = Ter d*x-g(R-2A) (3)

y S, es la accién cldsica correspondiente al campo
escalar

1 L LG G- S

En las ecuaciones anteriores, g es el determinante del
tensor métrico del espacio-tiempo, V ,es el simbolo de

derivacidn covariante respecto a cierta conexién afin de-
finida en la variedad y A denota la constante cosmologi-
ca.

La accion (2) da lugar a un sistema de ecuaciones de
Einstein-Klein-Gordon para los campos escalar y gravi-
tacional. Concentrémonos por el momento en el campo
escalar. La ecuacién de Klein-Gordon que se deriva de
4)es

(A= &R -m?lp=0 5)
donde A=g""V,V, es el operador covariante de

D’Alembert. Nuestra tarea es llevar a cabo la cuantiza-
cién del campo escalar ¢ que satisface (5). Para ello lo
mas conveniente es usar el formalismo de cuantizacién

por medio de integrales continuales de Feynmann, y ob-
tener la accidn efectiva en forma de un desarrollo pertur-
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bativo en serie de potencias de la constante de Dirac ana-
logo al desarrollo en lazos usual de la teoria cudntica de
campos. En este trabajo no daremos los detalles relacio-
nados con todo este procedimiento, sino que solo men-
cionaremos brevemente sus resultados. El lector intere-
sado puede consultar nuestros trabajos anteriores' "'

El formalismo usual de la teoria cudntica de Campos
nos permite obtener una expresion para la accién efecti-
va de un campo cuantico @ como desarrollo perturbati-
vo en el nimeros de lazos ( recordar que 7 =1 )

r(@)=8(2)+2 Iy (@) ©6)
k31
donde S(®)es la accién clasica del campo libre. En

nuestro caso particular la contribucién de un lazo del
campo escalar ¢ a la accion efectiva puede expresarse en

términos del operador diferencial D=A- R - m* que
actda sobre el campo en (5) seglin
i A

Iy = -Eln(sdetD) 7

donde sdet F :exp(strﬁ ) es el superdeterminante fun-

cional de Berezin"® del operador F y

I

es la super-traza funcwnalls.
Usando la representacién de Schwinger-DeWitt para
el propagador del campo escalar ¢, podemos obtener

strF = F,* (x) ®)

para la accién efectiva renormalizada en la aproxima-
cion de un lazo la expresion general:

- j d*xJ-gL,, ©)

donde la densidad lagrangiana renormalizada viene dada
por

1 strC, (x, x)
L =
o) kzz;' (k= 1)(k — 2)m 242

Los coeficientes biescalares [Ck]: Cy (x,x"), cuyos li-

(10)

mites de coincidencia aparecen bajo la operacion de su-
per-traza en (10) son conocidos como coeficientes de
Hadamard-Minakshisundaram-DeWitt-Seeley (HMDS),
y su complejidad crece rdpidamente al crecer k. Los
primeros tres coeficientes del desarrollo de Schwinger-
DeWitt, C,,C,,y C,, dan contribuciones a la parte di-

vergente de la acciéon efectiva, y pueden ser absorbidos
en la accién gravitacional clasica de Einstein-Hilbert (3)
mediante la renormalizacién de las constantes gravita-
cional y cosmolégica desnudas. Hay autores que han
calculado algunos de los coeficientes HMDS por distin-
tos métodos'*'*, relacionados o no con al problema de la
cuantizacién de campos, y se cuenta hoy con expresiones
exactas de estos términos para k <4 .

Limitandonos a los términos proporcionales a m™> |

usando la integracién por partes y las propiedades ele-
mentales del tensor de Riemann, obtenemos para la la-
grangiana efectiva renormalizada la expresién'’

Lren = LC”" +Zren (11)
donde la parte conforme de la densidad lagrangiana
efectiva es

.
19202 m?
8

2
~——R/RR,] +~—
945 315

1 17
R +———R 'R
1260 o 7560 i

£ ORAR+——R JARMY
140 "

v -
R™R,R"/,
(12)

aTp P
R{)‘T

_]RV/’R#VR”T
270

y la parte restante de la densidad lagrangiana se escribe
[ { 1

RR R“v RR . R
ren 1927r2m 30 ( Hvyp )

; (13)
2 3 p3
+2 1 RAR 'R }

donde hemos usado ® = —— — ——
252 30 o8 vn=¢

El vev del tensor de energia-impulso renormahzado
del campo escalar masivo cudntico ¢ puede finalmente

ser obtenido por medio de la derivacion funcional de la
expresion (9) con respecto al tensor métrico g,

< > 25F()

\/7<5g“v

En general < > puede escribirse como suma de dos

(14)

tensores, uno asociado al segundo término en la densidad
. 14

lagrangiana (11), que denotaremos por D, y otro , co-

rrespondiente al primer término en (11), que denotare-

mos por C ﬂv , que es distinto de cero para cualquier va-

lor de la constante de acoplamiento .

El término D ﬂv desaparece cuando el acople entre el

campo gravitatorio y el escalar es conforme. Este caso
particular de acoplamiento, si bien es de gran importan-
cia en la teoria cuantica de campos escalares en fondos
curvos en general, en nuestro caso particular su impor-
tancia se ve disminuida debido a que el término de masa
en el operador de Klein-Gordon rompe la invariancia de
la accidn efectiva respecto a transformaciones conformes
del espacio-tiempo .

La expresion final que se obtiene para <T

v €S €X-
u

tremadamente grande como para ser presentada en este
trabajo, por lo que solo mostraremos los resultados que

. z . 14 :
se obtienen para el término D," . Sin embargo, como

una simplificacién adicional a la expresién que escribi-
mos a continuacién, cabe mencionar que ésta solo es va-
lida en al caso en que el fondo gravitatorio es solucién
de las ecuaciones clésicas de Einstein en el vacio. Espa-
cio tiempos de este tipo abundan en la literatura, y el
ejemplo mdas conocido es el correspondiente a la solu-
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cién de Schwarzshild. Remitimos al lector interesado a
encontrar las expresiones completas validas para espa-
cio-tiempos de fondo arbitrarios en nuestros trabajos
previos' "',

Dados los elementos anteriores, la expresién obtenida

para Dﬂv es

_ n aoff Wop ¢ vV

D, = 2¢%V V4R, R"PS

“ 28807r2m2( @’ TR “
+2V,R,,c R’ ~2V" R,V ,R7*° (15)

v ofyd v ofyd
—V'V Ry R =V VR, R )

3 La métrica de una cuerda negra

Revisaremos en esta seccion la métrica particular aso-
ciada a las soluciones de tipo cuerda negra en la Teoria
general de la Relatividad. El espacio-tiempo de una
cuerda negra cargada y en rotacién, también conocida
como agujero negro cilindrico , es una solucién estacio-
naria con simetria cilindrica de las ecuaciones de Eins-
tein-Maxwell, derivadas a partir de la accidn clasica da-
da por
(16)
donde el primer término es el usual de Einstein-
Hilbert dado por (3), y

Sen =S8+ Sgpu

1
Sgy =——|d*xJ-gF"'F , 7
T

corresponde a la presencia de un campo electromag-
nético descrito por el tensor de Maxwell:

F,, =0,A,-0,A,

siendo A, el potencial vectorial del campo electro-
magnético. En un sistema de coordenadas cilindricas
(xl,xz,x3,x4): (t,p,(o,z) se obtiene, en particular, pa-
ra el elemento métrico de la solucién de tipo cuerda ne-
gra estitica sin carga eléctrica la expresién'®

ds* = —(0{2,02 —4—MJdt2 P P
ap

dp
(0!2,02 —74 )
op

donde M es la masa por unidad de longitud de la cuer-
da, y la constante ¢ se define por

1
a’=-=A

(18)

+plde? + a* p?dz?

19)

donde A es una constante cosmoldgica negativa.

Como puede verse inmediatamente de (18) , la métri-
ca considerada se comporta como una correspondiente al
espacio-tiempo anti- De Sitter en el limite p — oo, y por
tanto no es globalmente hiperbélica.

La cuerda negra posee un horizonte de sucesos locali-
zado a la distancia

y el comportamiento aparentemente singular en dicho
horizonte es solo consecuencia de la deficiencia del sis-
tema de coordenadas cilindricas empleado, y no es una
singularidad real. La tnica singularidad real ocurre en el
origen de coordenadas, y es una singularidad polinémi-
ca, lo cual puede observarse si calculamos el escalar de
Kreschtmann correspondiente, para el cual se obtiene

. M?
_ aenu _
K = Ry R“™ =24 1+0!6p6

4 Tensor de energia-momentum
renormalizado para un campo escalar
masivo en el espacio-tiempo de una
cuerda negra estatica

En el espacio-tiempo de una cuerda negra estitica dado
por (18), los resultados obtenidos para las componentes
renormalizadas del valor esperado de vacio del tensor de
energia-impulso correspondiente a un campo escalar ma-
sivo son muy simples. Para la parte conforme de dicho
tensor obtenemos

_11&’p’ —201a’ M *p? +1252M°

t
€ 2520m2ﬂ'20!3p9 20
Cio 11a° p° —183a° M * p* +1468M 3 ’1
o 2520m* 72 e p° @y
9 9 3072 43 _ 3
Cpp _lla'p +1890{2M2 ;37 - 308M 22)
2520m°zw o’ p

donde se cumple la relacién de simetria C,* = C ¢¢ .

Las componentes anteriores del tensor de energia-
impulso no dependen de la constante de acoplamiento
debido a que en el espacio-tiempo de una cuerda negra el
escalar de Ricci es constante, solo depende de la cons-
tante cosmoldgica. El pardmetro de acoplamiento sola-
mente aparece en los términos que son proporcionales al
D’Alembertiano del escalar de curvatura, por lo que en
nuestro caso particular es idénticamente nulo. Los resul-
tados obtenidos para las componentes de la parte restan-
te del tensor de energia-momentum son:

o’ p’ +112a°M % p° -704M°7
+
80m?z2a’ ooy

. adp’+112a°M?p? - 896M 7
D= 2239 ] *

S8Om“n o’ p'n

Do o’ p® -112a°M? p° + 192M°

D/ = b 23)

I (24

+ 11 (25)
» 8om*z2a pon!
36
donde IT=- 9172a2 yademds D.° =D,”.
27 m '

Si evaluamos las componentes anteriores en el hori-
zonte de la cuerda negra, los resultados se simplifican
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aun mas, obteniéndose para el tensor de energia-
momentum renormalizado

p| 2381 2, o (26)
a2 22?40 1 1407° m?
3 a6;7 1 2 o
T =-= —+ +t— 27
a2 7202 [20 1 1127°m? @7
cumpliéndose ademds las relaciones T’ :Tpp ‘
H H

y T~

_T7 9
H Ty ‘H '

En este punto conviene hacer un andlisis del cumpli-
miento o no, por parte del campo escalar cuantizado, de
las condiciones de energia que debe cumplir toda forma
razonable de materia segtn la Teorfa General de la Rela-
tividad. La importancia de las condiciones de energia es
clara, estas son parte indisoluble de la demostracién de
un conjunto de teoremas muy importantes de la TGR
acerca de la formacion de singularidades, la positividad
de la masa y las leyes de la termodindmica de los aguje-
ros negros'*?’.  Por la importancia que reviste para los
resultados que se presentan a continuacion, nos referire-
mos con cierto detalle al enunciado de una de las condi-
ciones de energia existentes, a saber:

Condicion débil de energia. La condicién débil de
energia plantea que la densidad de energia de cualquier
distribucién de materia, medida por un observador en el
espacio-tiempo, debe ser no negativa. Debido a que un

observador con tetravelocidad V % mide una densidad de

energia igual a T,V *y # | debemos tener entonces que

TaﬁV“Vﬁ >( para cualquier vector temporal V¢

orientado hacia el futuro. Esta condicién implica , en
términos de la densidad de energia & y las presiones

principales p; que: € >0 y ademds, para todo i, debe
ser £+ p; 20.

Un andlisis de la expresiones (26) y (27) nos lleva a la
conclusién de que, en general, todas las componentes
del tensor de energia-momentum renormalizado del
campo escalar masivo serdn positivas en el horizonte de
la cuerda negra para aquellos valores de la constante de
acoplamiento & <0.26. Si definimos como es usual la

densidad de energia segiin € =-T,',

entonces vemos que

en dicha hipersuperficie la condicién de energia débil
se viola para esos valores de la constante de acopla-
miento. Los casos mads interesantes desde el punto de
vista fisico, a saber, los casos de acoplamiento minimo y
conforme satisfacen la condicién mencionada. Por otro
lado, un campo escalar sin masa viola en dicha hipersu-
perficie no solo la condicién débil, sino también la nula
y la fuerte, segun los resultados reportados por DeBene-
dictis *'. Es interesante hacer notar que recientemente
hemos encontrado que en el caso de un campo espinorial
masivo también se viola la condicién débil de energia en
el horizonte de una cuerda negra estdtica™.

Las violaciones de las condiciones de energia de un

campo material, como resultado de la cuantizacién del
mismo en un fondo gravitacional, resultan en extremo
muy pequefias. De hecho, los valores obtenidos para el
vev del TEM del campo son solo de primer orden en #
(aproximacién de un lazo). En realidad aun no queda
muy claro si es posible o no obtener violaciones de las
condiciones de energia clasicas capaces de cambiar sus-
tancialmente las propiedades globales del espacio-
tiempo de fondo, y permitir, por ejemplo, la existencia
en nuestro universo de objetos tan interesantes y contro-
vertidos como los agujeros de gusano macroscopicos.

5 Conclusiones

Se considerd la cuantizacién de un campo escalar masi-
vo en un espacio-tiempo de fondo arbitrario, usando la
aproximacién de Schwinger-DeWitt vdlida en el limite
de masas del campo grandes. Se presentaron expresiones
para la densidad lagrangiana efectiva renormalizada y el
valor esperado de vacio del tensor de energia-momentum
del campo escalar hasta términos lineales en el inverso
del cuadrado de la masa del campo. Se discutieron los
resultados en el caso particular de un espacio-tiempo co-
rrespondiente a una cuerda negra estdtica y sin carga
eléctrica, encontrandose que para determinados valores
de la constante de acoplamiento entre el campo escalar y
el gravitatorio, la condicién débil de energia se viola en
el horizonte de sucesos.

La polarizacién del vacio como resultado de la pre-
sencia de un campo gravitacional de fondo, trae como
consecuencia la posibilidad de existencia de correcciones
cuanticas a dicho campo gravitacional. Estas correccio-
nes pueden determinarse en principio si se resuelven las
ecuaciones semiclasicas de Einstein, en las que los re-

sultado obtenidos para <T

14 g
ﬂ > pueden utilizarse como

fuentes en dichas ecuaciones. La solucién de este pro-
blema serd el objeto de un préximo reporte.
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