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1 Introduccion

Recibido el ###H####Ht. Aprobado en version final el 10/12/2009.

Sumario. El diagnéstico del cancer se realiza esencialmente a partir de la imagen histopatoldgica del patrén celular, por
lo que se han realizado estudios para caracterizar esta morfologia a partir de la dimension fractal y su relacion con la
prognosis. Los mismos parecen evidenciar que en una misma localizacién la dimensién fractal de los tejidos neoplasicos
es mayor que la de los tejidos sanos. A partir de estos resultados se desarroll6 un modelo matemdtico para predecir la
dindmica del céncer a partir de la dimensién fractal. El modelo propuesto se aplicé para correlacionar la agresividad del
carcinoma de cuello uterino con la edad del paciente, encontrdndose que la velocidad de propagacién de este tipo de tu-
mor disminuye con el envejecimiento, lo que se corresponde con los resultados obtenidos en los estudios clinicos reali-
zados.

Abstract. Cancer cells diagnose is essentially made from the hystopathological image of the cell pattern and based on
this, studies have been made to characterize this morphology using its fractal dimension and its relation with the prog-
nosis. The results show that in a same location the fractal dimension of neoplasic tissues is greater than that of healthy
tissues. A mathematical model was developed from these results to predict the cancer’s growth using its fractal dimen-
sion. The model was used to relate the aggressiveness of cervical cancer with the age of the patients showing that the
growth rate decreases with the age, similarly to what was obtained from clinical studies.

Palabras clave. Cancer 87.19.xj, morphogenesis 87.17.Pq, Stochastic models in biological physics 87.10.Mn.

dio celular (apoptosis) o si las células se encuentran fue-
ra del ciclo celular (sin dividirse ni morir), de tal forma
que se mantenga la homeostasis o equilibrio fisiolégico.

En los tejidos bioldgicos normales tienen lugar un con-
junto de procesos bioquimicos complejos que dependen
del tipo celular, de la accién de hormonas, factores de
crecimiento, el sistema inmune, radicales libres y otros
estimulos que, en conjunto, determinan si se induce la
division celular (mitosis), la muerte programada o suici-

Cuando fallan los mecanismos de control del ciclo celu-
lar, de reparacién del ADN, el mecanismo apoptético y
el sistema inmune, las mutaciones en el ADN se acumu-
lan y propagan a través de una divisién celular descon-
trolada provocando la aparicién del cancer'”.
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El diagnéstico de esta enfermedad se basa en la ima-
gen histopatolégica del patrén celular en el tejido biold-
gico de una localizacién determinada y en los sintomas
clinicos que presentan los pacientes, entre otros facto-
res’. Este patrén presenta una estructura compleja, por
lo que se han hecho estudios para su cuantificacion a tra-
vés de la dimension fractal’. Aunque estos estudios atin
resultan insuficientes para llegar a conclusiones vélidas
para todos los tipos de céncer, los resultados obtenidos
hasta el momento parecen evidenciar que la dimensién
fractal de los tejidos tumorales es mayor que en los sa-
nos™®.

Este resultado es légico si se toma en cuenta que un
predominio de la mitosis sobre la apoptosis debe mani-
festarse en un incremento en la densidad de las células’ y
que los tejidos neopldsicos exhiben mayor proliferacién
celular que los sanos. Por esta razén, resulta interesante
explorar la posibilidad de cuantificar la agresividad del
céancer a partir de la morfologia del tejido tumoral.

Para analizar esta hip6tesis se propone un formalismo
matemdtico que se fundamenta en dos aspectos esencia-
les:

1) el desarrollo de un modelo mesoscépico a partir del
cual se propone una relacién tedrica entre la dimensién
fractal y los pardmetros que determinan la dindmica del
sistema y

2) un modelo macroscépico que describe el compor-
tamiento del tamafio del tumor con respecto al tiempo y
la influencia de los factores de crecimiento y el sistema
inmune sobre la dindmica del metabolismo celular.

2 Modelo utilizado

Para obtener el modelo el tumor se visualiza en 2D y en
dos escalas de observacion diferentes (ver Figura 1), una
escala mesoscdpica de tamafio Q [LZ], donde el nimero
n de células promedio se encuentra en estado estaciona-
rio, y una escala macroscépica de tamafio y [L*] que re-
presenta al tumor en su totalidad. En la escala mesoscé-
pica se toma en cuenta que  es de un orden equivalente
al tamafio o [L?] de las células, por lo que la influencia
de las fluctuaciones internas producto del caricter alea-
torio de los procesos de mitosis y apoptosis no se debe
despreciar®®'’. Suponiendo a priori que la probabilidad
de transicién por unidad de tiempo Wy, [t'] de que n
se incremente en 1 debido a la mitosis es proporcional n:
Witi/m =un (1
y que la probabilidad de transicién por unidad de tiempo
Wi [t'l] de que n disminuya en 1 debido a la apoptosis
depende de n y de la competencia por el espacio:

W :b[l+%jn, @

se obtiene la ecuacién maestra”'® que describe el com-
portamiento de la probabilidad P(n;f) de tener n células
al tiempo t:

(E+l_1)b(1+%jnP(n;t)P(n0;0):1 3)

Escals macroscopicaly ~ L¥ Escala mesoscdpaca Lk~ 23

Figura 1. Escalas de observacién del tumor que son considera-
das para la descripcién de su comportamiento

En la ecuacién maestra (3) u es la constante de velo-
cidad de mitosis [t’l], b es la constante de velocidad de
apoptosis [t'] y F representa el operador de ascenso-
descenso que actia sobre funciones de variables discre-
tas. Debido a que las probabilidades de transicién por
unidad de tiempo son funciones no lineales de n, para la
solucién de la ecuacién (3) se aplica el método de desa-
rrollo en Q de van Kampen®. Definiendo como variable
intensiva la fraccién & del drea Q ocupada por las célu-
las:

pon O @
Q
y, considerando que la probabilidad I1(®) asociada a P
[-] se encuentra en estado estacionario, se obtiene una
funcién gaussiana® con valor esperado:
(®)=(k-1) (&)
y varianza G:

((c+1)(@)+(@))
‘ 2(1-k+2(®))
donde k = u.b™ representa el cociente dindmico o indice
de proliferacién del tumor y € = 0.Q™" el factor de esca-
lado mesoscopico que determina la importancia de la
magnitud de las fluctuaciones internas. Como a escala
mesoscopica estas son significativas, el valor de ® no es
el mismo en todos los sitios del sistema, de tal manera
que la morfologia observada del patrén celular presenta
una estructura compleja que se caracteriza a través de la
dimension fractal f.

Para estimar f se selecciona Q de tal forma que ®,_,;
~ ¢y la varianza Gg_, se expresa como una funcién de
potencias de €. Si la probabilidad se visualiza desde el
punto de vista del conjunto, entonces el valor esperado
de II(P)4_,e constituye una medida de la densidad p de
las células en una regién de longitud caracteristica Z,
por lo que p(Z).Z2 ~ 7. Tomando en cuenta estos aspec-
tos y sustituyendo apropiadamente se obtiene entonces®:

(6)

Op =
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_1k(5—2k)+13. (7

2 (k+2)(3-k)

Para describir la dindmica de crecimiento del tumor
en la escala macroscépica se establecen las siguientes
suposiciones i) el incremento del area Y depende princi-
palmente de la proliferacion de las células que se en-
cuentran en la interfase entre el tejido tumoral y el sano;
ii) las fluctuaciones internas son despreciables y iii) la
morfologia del tumor es aproximadamente circular. Si N
es el ndmero total de células entonces:

¥ = No = .2 (8)
y como el nimero de células m cuya proliferacién de-
termina el incremento de Y depende de la longitud del
perimetro, la relacion entre m y N estd dada por:

A partir de estas consideraciones y las ecuaciones (8)
y (9) se obtiene que el tamafio del tumor, caracterizado a

través de la longitud L, evoluciona temporalmente de
acuerdo a:

f

dL
E:ao.s (u—b), (10
L(0)=L,

donde (xo‘s(u - b) [L.t'l] representa la velocidad de creci-
miento. Las constantes u y b expresan la dindmica global
de los procesos metabdlicos que ocurren a nivel de las
células, por lo que dependen de la produccién de factores
de crecimiento y la accién del sistema inmune'', los que
disminuyen significativamente con la edad>”'%.

Debido a que hasta el momento solo existe un cono-
cimiento parcial sobre como la dindmica de los procesos
metabdlicos en las células se manifiesta en la morfologia
y en la dindmica del tejido tumoral, los comportamientos
de u y b con respecto a la edad x se describen en el con-
texto de este trabajo a través de ecuaciones que se esta-
blecen a priori a partir de las siguientes consideraciones
matematicas basadas en evidencias empiricas: 1) u(x) y
b(x) son funciones que toman siempre valores positivos;
2) se supone que u(x) y b(x) disminuyen con x, por lo
que las derivadas d,u y d,b tienen ambas signo negativo
y 3) debido a que todos los sistemas bioldgicos tienen un
tiempo de vida limitado, cuando x tiende a infinito la
funcién k(x) = u(x)/ b(x) tiende a cero.

De acuerdo a la suposicion 2) se escriben las siguien-
tes ecuaciones diferenciales:

du v

7:_1(

x (11)
u(xg)=uo

db__ p

ot L (12)
b(xq)=bg

donde v y p son nimeros enteros positivos. De la solu-
cién analitica de las ecuaciones diferenciales (11) y (12),
considerando que v> 1y p > 1 se infiere:

1
u~x

13)

.
1
b~x ™,

de tal forma que la condicién 3) se escribe:

L —p

v—1 —_—
= lim [ x"07 |=0,
xX—>00

lim
X—o0 ~
X

(14)
p-1
por lo que esta condicién se cumple cuando v < p.

Tedricamente existen muchas funciones que satisfa-
cen estas condiciones y es imposible desde el punto de
vista prictico considerarlas a todas, por lo que se va a
suponer que p = v + 1, y que el valor de v se encuentra
en el intervalo [0,3], donde la seleccidén del modelo mas
apropiado para un tipo de céncer especifico dependerd de
los resultados experimentales observados.

3 Estudio cuantitativo de la agresividad
del carcinoma epidermoide de cuello de
utero a partir del modelo propuesto

En esta seccidn se describe como el modelo propuesto se
aplic6 en el estudio del comportamiento del carcinoma
de cuello de ttero con respecto a la edad para analizar si
sus predicciones se corresponden con los resultados de
los estudios clinicos realizados.

Se seleccionaron 35 casos de pacientes diagnosticadas
con carcinoma de cuello de tdtero con grado de maligni-
dad II y en etapa clinica III. Los tejidos biol6gicos fue-
ron tratados por el procedimiento quimico de rutina para
diagnéstico utilizando hematoxilina y eosina. Para obte-
ner las imdgenes se utilizé con un microscopio Olympus
CX21FS con aumento x40 y una cdmara digital Cannon
de 8 Mpixeles de resolucién. Para cada campo se toma-
ron 3 fotos y para cada caso se analizaron 3 campos. La
dimension fractal de cada imagen se determiné con el
programa ImageJ] 1.40g Wayne Rasband, National Insti-
tute of Health, USA, http: rsb.info.nih.gov/ij/. El maéxi-
mo error asociado a un mismo campo es de 0,003, y el
asociado a diferentes campos de un mismo caso *0,05.
Se tomaron también imdgenes de tejido normal, por lo
que en total fueron procesadas 342 imdgenes. En todos
los casos la dimensién fractal del tejido tumoral (f:
[1.45,1.75]) fue superior al sano (f= 1,21 £ 0,05), lo que
se corresponde con los resultados encontrados en otros
tipos de tumor’. Una vez calculado el promedio de f pa-
ra cada caso se determiné el cociente de proliferacién
correspondiente a partir de la ecuacion (7), lo que permi-
tié obtener la curva experimental del comportamiento de
k con respecto a la edad x.

Resultados experimentales y discusion. Los re-
sultados experimentales del comportamiento del indice
de proliferacion k con respecto a la edad x del paciente
en el momento del diagndstico fueron procesados me-
diante el programa estadistico STATGRAPHICS Plus
5.1. La relacién estadistica entre k y x se determiné me-
diante regresién polinomial, obteniéndose un valor de p
en la Tabla ANOVA inferior a 0.05 y una correlacién
igual a 0,5642 lo que indica que existe correlacidn esta-
distica significativa entre x y k con un nivel de confian-
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za de 95%. Los modelos propuestos a priori se ajustaron
mediante regresion no lineal por el método de estimacién
Marquardt. La selecciéon del modelo mas apropiado se
baso en criterios estadisticos, siendo en este caso el co-
rrespondiente a v = 0:

_uy —xk,

- b, exp(- xkz)
donde los resultados del ajuste son: uy/by = 1,37465
0,07034, ki/by = 0,01149 + 0,00054, k, = 0,01551
0,00214, Corr. = 04250, R* = 27,99%, R )= 23,49%, Coe-
ficiente Durbin-Watson = 1,77

En la Figura 2 se muestran los valores de k con res-
pecto a x para todos los casos analizados, los promedios
dentro de grupos de edades y el modelo ajustado me-
diante métodos estadisticos.

De los resultados estadisticos se obtienen 3 ecuacio-
nes que se relacionan con 4 de los 5 pardmetros que se
involucran en las ecuaciones (10), (11) y (12), por lo que
es necesario escribir estas ecuaciones de tal manera que
involucren solamente los pardmetros que se pueden de-
terminar experimentalmente. Para esto, se definen las va-
riables adimensionales T = r.ug y = Lo y, combinan-
do la ecuacién (10) expresada en funcién de Ty § con las
soluciones de las ecuaciones diferenciales (11) y (12) pa-
rav =0, p =1, se obtiene:

B = V.T"FBO
V =1-0,0083.x ,
—0,7274.exp(—0,0155.x )

donde V es un pardmetro adimensional proporcional a la
velocidad de crecimiento, que en el contexto de este tra-
bajo se identifica con la agresividad. En la Figura 3 se
muestra el comportamiento de V' con respecto a x, donde
se predice cuantitativamente que la agresividad de este
tipo de tumor disminuye con la edad, lo cual se corres-
ponde con los resultados de los estudios clinicos'"'2, ya
que se ha encontrado que este tipo de tumor es mas agre-
sivo cuando se desarrolla en las mujeres mds jovenes, las
que ademads presentan una peor prognosis.

A pesar de que, para este tipo de tumor, los resultados
predichos por el modelo se corresponden con los resulta-
dos obtenidos en los estudios clinicos realizados, es ne-
cesario seflalar que el modelo presenta las siguientes li-
mitaciones: 1) se considera que el Unico factor que influ-
ye sobre la agresividad es la edad del paciente, por lo
que para obtener un modelo que permita particularizar
mejor el diagndstico hay que tomar en cuenta ademads
otros factores clinicos; 2) las funciones que se establecen
para describir el comportamiento de las constantes de ve-
locidad de mitosis y apoptosis se establecen a priori,
donde el modelo mds apropiado se selecciona a partir de
criterios estadisticos, por lo que no es posible explicar
desde el punto de vista fenomenolégico la estructura ma-
temdtica de las ecuaciones obtenidas y 3) es necesario
aplicar el formalismo propuesto a otros tipos de cdncer y
en otras localizaciones para poder generalizar si la hip6-
tesis establecida es correcta. En este sentido, es impor-

+
+

5)

tante sefialar que la cuantificacién in vivo de la agresivi-
dad del cancer no es practicamente posible, ya que una
vez que se realiza el diagndstico el paciente es sometido
a una terapia de tratamiento, que no se toma en cuenta en
el modelo, y que obviamente influye sobre la agresividad
y la dindmica de crecimiento del tumor.

Figura 2. Comportamiento del indice de proliferacién con res-
pecto a la edad. Todos los casos analizados (®), promedio en
grupos de edades (™) y modelo estadistico ajustado (—).
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Figura 3. Prediccién de la agresividad o velocidad de creci-
miento adimensional del carcinoma de cuello de utero con res-
pecto a la edad.

Conclusiones

A partir de visualizar la dindmica del comportamiento de
las células tumorales en dos escalas de observacién dife-
rentes, fue obtenido un modelo que permite describir la
dindmica de crecimiento del cincer a partir de la dimen-
sion fractal de la imagen histopatoldgica del tejido tumo-
ral. Considerando que las constantes de velocidad aso-
ciadas a los procesos de mitosis y apoptosis dependen de
factores de crecimiento y de la accion del sistema inmu-
ne, se proponen a priori ecuaciones para describir el
comportamiento de estas constantes de velocidad con
respecto a la edad del paciente, donde la seleccién del
modelo apropiado para un tipo histolégico de cancer en
una localizacién dada se realiza mediante criterios esta-
disticos a partir de los resultados experimentales relacio-
nados con el comportamiento del indice de proliferacién
del tumor con respecto a la edad. El formalismo matema-
tico fue aplicado para analizar cuantitativamente la agre-
sividad del carcinoma epidermoide de cuello de ttero
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con respecto a la edad, obteniéndose que las prediccio-
nes cuantitativas se corresponden con los resultados ob-
servados en los estudios clinicos realizados.
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