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Sumario. Teniendo como base el Principio de Maxima Entropia desarrollado por E. Jaynes en el marco de la Fisica
Estadistica, realizamos una modificacién del mismo tomando como funcional de entropia el propuesto por C. Tsallis con
. . . s n . set . 13 = EE)

indice entrépico q € R" y encontramos las expresiones analiticas de las versiones “generalizadas” de algunas de las den-
sidades de probabilidad continuas mds conocidas. Se demuestra que estas versiones “generalizadas” tienden a las den-
sidades “clasicas” generadas por la estadistica de Boltzmann-Gibbs-Shannon cuando q —1. La aplicacién de este pro-
cedimiento a otras densidades continuas y discretas es directa y se espera que en el futuro aparezcan aplicaciones practi-
cas del mismo.

Abstract. We use a modification of the Maximum Entropy Principle developed by E. Jaynes within the framework of
Statistical Mechanics by taking the entropy functional of C. Tsallis with entropic index q € R" and we found generalized
versions of some well known statistical densities. We show that this results are in agreement with the classical ones
when we take the limit ¢ —1 and we recover the usual densities obtained by maximization of the Boltzmann-Gibbs-
Shannon entropic functional. The extension of this line of reasoning to other discrete or continuous densities is straight-

forward and we expect to find some useful applications of these models in the future..

Palabras clave. Sistemas complejos 89.75.-k., Entropia 05.70.-a, 65.40.gd.

1 Introduccion

Las distribuciones de probabilidad tienen un papel cen-
tral en las teorias estadisticas ya que ellas constituyen los
modelos fisico-matemdticos de ciertos fenémenos bajo
andlisis. Las distribuciones conocidas como la Normal o
Gaussiana, Exponencial, Laplace, etc., pueden obtenerse
mediante el Principio de Méxima Entropia (PME)" bajo
ciertas restricciones apropiadas junto con la condicién de
normalizacién de las probabilidades™>®. El funcional
de entropia empleado en este enfoque es el denominado
de Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGS) 6 Entropia Termo-
dindmica:

Suos ==k [ p(0)In p(x)dx )
Q

No obstante han aparecido algunas alternativas para
sustituir el funcional convencional de la entropia BGS.
Entre ellos el mds atractivo ha sido el propuesto por C.
Tsallis:

S, =kL{1—qu(x)dx} ,geR 2)
q_l Q

debido a que la fisica estadistica basada en esta medida
no extensiva ha sido aplicada con éxito en la descripcién
de sistemas andmalos con interacciones de largo alcance,
efectos de memoria de largo plazo, y estructura autose-
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mejante o (multi)fractal”®. Véase que en el limite g—1,
se obtiene la entropia BGS.

En este articulo se repasa la idea vista en [3] y se en-
cuentran las distribuciones de probabilidad “generaliza-
das” obtenidas mediante el PME donde se sustituye la
entropia Spgs por la S, y las restricciones se dan en forma
de g-valores promedio segin se definen en [8,9]. En
aquellos casos donde aparezcan funciones logaritmicas o
exponenciales en los g-valores promedio, se utilizardn
los g-exponenciales o g-logaritmos segiin se definen en
[10]. EI articulo estd organizado de la manera siguiente:
en la seccion 2 se expone el PME para el funcional BGS
y da una caracterizacién de algunas de las distribuciones
continuas mds conocidas de la estadistica matematica: la
Uniforme, Exponencial, Normal, de Laplace, y de Wei-
bull; en la seccién 3 se expone el PME para el funcional
de Tsallis y se obtienen las mismas distribuciones antes
mencionadas en sus versiones ‘“generalizadas”, depen-
dientes del pardmetro real g. Se demuestra en cada caso
como obtener una distribucién mds apropiada para calcu-
lar los g-valores medios (distribucién acompanante) y se
halla que cuando q—1 se obtienen las distribuciones cla-
sicas. La seccidon 4 estd dedicada a las aplicaciones don-
de se relacionan dos ejemplos de aplicacion exitosa del
formalismo no extensivo. La seccidn 5 estard dedicada a
las conclusiones.

2 Caracterizacion de las distribuciones
continuas “clasicas”

El problema planteado para encontrar las distribuciones
de probabilidad llamadas “clasicas” es de extremos con-
dicionados, soluble mediante los multiplicadores de La-
grange. En cada caso x es una variable aleatoria perte-
neciente a cierto conjunto Qe R" que representa el “esta-
do” del sistema, y p(x) es su densidad de probabilidad
de forma tal que p(x)dx es la probabilidad de que el sis-
tema se encuentre entre los “estados” x y x+dx. De esta
forma hay que maximizar el funcional:

@[ p(x)] =~ p(x)In p(x)dx—
Q

N 3)
-4 [J p(x)dx— 1) - Z A U g, (0)p(x)dx—G, )

donde los 4 son los multiplicadores de Lagrange y gi(x)
son las N restricciones (informacidén conocida sobre el
sistema) y los Gy, son los valores obtenidos sobre las g, a
través de la distribucién obtenida:

G, = [ 8 (1) p(x)dx @)
Q

Este es el contenido fisico del PME para la Entropia
Termodindmica’. En las subsecciones siguientes se apli-
ca esta metodologia para obtener algunas de las distribu-
ciones continuas mds conocidas, lo cual se ha reportado

yaen [4] y [5].

Distribucion Uniforme $2=(0,1). En este caso la tini-

ca restriccion es la condicion de normalizacidon
Ip(x)dx =1, y se obtiene:
Q

p()=——; Vre(ab)c(©,]) 5)
b—a

Distribucion Exponencial £2=(0,cc). En este caso las
restricciones son:

1.? p(x)dx =1,

. 6)
2.jxp(x)dx =m>0

0

y se obtiene:

p(x)=me™™; Vxe Q, @)
donde m es el valor medio de la variable x.
Distribucion Normal 2=(-cs,co).
son:

Las restricciones

1.j p(X)dx =1, 2.jxp(x)dx=y>0,

3.j (x— )’ p(x)dx =07 >0,

y se obtiene:
(=)’
e 20
p(x) = T
2o
Distribucion de Laplace §2=(-os0c0). Las restriccio-
nes son:

Vxe Q = (—o0,00) 8)

I.T p(x)dx =1,

2.T || p(x)dx = w

y se obtiene:

_I

p(x)=—-=e ;; Vxe Q
2w

C))

Distribucion de Weibull £2=(0,00). Las restricciones
son:

1.j p(X)dx =1,
0

2.jx”’ p(x)dx=g,,
0

3.j1n(x)p(x)dx =g,, O<a<l
0

y en este caso los multiplicadores de Lagrange son
A =A%y A, = 1-a, por lo que se obtiene:

a (%) o

& T

donde para los casos particulares de A=1,2, e se obtienen
las distribuciones: Exponencial, de Rayleigh y Delta de

p(x) = (10
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Dirac respectivamente.

3 Caracterizacion de las distribuciones
continuas “generalizadas”

El Principio de Méxima Entropifa se puede modificar
sustituyendo el funcional BGS por el de Tsallis y cam-
biando la forma de plantear las restricciones para obtener
las distribuciones generalizadas. De esta forma serd ne-
cesario maximizar:

®,[p(x)] =L{1— [ p"(x)dx}—
q_l Q

[ Jspt (o (1)
2| [ p(x)dx—1|- «@ (G,
%U ]Zﬂ* [ p? (odx (G
Q

donde la forma de calcular las restricciones se da me-
diante:

(Gi), = ng (OF, (x)dx 12)
Q
donde Pm(x)M (13)
[ P Codx
Q

donde P,..(x) es la llamada probabilidad acompafiante
(escort). En lo que sigue se aplica esta metodologia para
obtener las versiones “generalizadas” de las distribucio-
nes anteriores. Noétese en algunos casos como las fun-
ciones logaritmica y exponencial se han cambiado por
sus homdlogos generalizados (g-exponencial y q-
logaritmo) definidos por:

1
exp, (x) = [1+1-g)x]i-¢,
X1

Distribucion Uniforme Generalizada £2=(0,1). En

este caso la unica restriccidn es la condicidén de normali-

zacién y la distribucién acompafiante obtenida es la
misma que la anterior (cldsica).
p’(x)

[ preodx

Q=(a.b)

(14)

log, (x)=

P (x)=

(15)
1
=——; Vxe (a,b) (0,1
b—a
Distribucion Exponencial Generalizada £2=(0, ).
En este caso las restricciones son:

1.j p(x)dx =1,
0

esc

2.ij (x)dx = >0
0

Obteniéndose:

1
p(x)=l|:1+[q__1\]£:|l_q (16)
yz 2-q)u
VxeQ, 1<g<2
q
Po()=— {1{"_1]1}1”
H2-q) 2-q)u 7

1 —X
ot ¢ Z
i
que como puede verse tiende a la distribucién exponen-
cial cuando q—1 si tomamos m=g".

Distribucion Normal Generalizada $2=(-cg c0). Las
restricciones son:

1.j p(x)dx =1,
2..[ xP (x)dx=pu>0,
3.‘.‘ X' P, (x—w)dx=0">0,

y se obtiene:

p(x)=C, [1+/1(q—1)[(x_ﬂ)2 _ﬂzﬂl—lq

r(l]
Ag-1) g-1

q-3
1+(1—q)Au* [20-0
- 1"(1 1][ (A—q)au |

(18)

con C,=

qg-1 2
[az<3—q)}23-ll>r[ql_1}
Jz(q—l)r[ : +1J[u2<q—1>+az<3—q>}7l

g-1 2

P_(x)=

esc

X

(= ((x—p)' -a’) "
H#(g=-1)+0’3~-¢q)

para  Au*(g-1)<1

x| 1+ 19)
y  l<g<2
la cual en el limite g—1 da como resultado:

C(x—p)?
! 207 (20)

2707

Distribucion de Laplace Generalizada £2=(- s ).
Las restricciones son:

I.T p(x)dx =1,

2.T |x| P, (x)dx=w

esc

obteniéndose:

_ 1
p(x) = @[Hﬂq — 1) e @1
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1+(q—1)|x|}lq
w(2-q)

l+

£, ()=

1
= 22
2w<2—q){ 22

Véase que LmP, (x)=—e "
g—l1 2W
Distribucion de Weibull Generalizada $2=(0,c0).

Las restricciones son:

1.j p(X)dx =1,
0

Z.Jx”’ P _(x)dx=g,
0

3[In, ()P, (Ddx=g,, O<a<l
0

con lo cual se obtiene:
L
a o, g—1)x% |4
() =—x“" 14| 21— |— (23)
P 2—-q ) A

esc

l+g(a-1)

(24)

Siendo A, un parametro de escala. Se verifica que:

,x7
Do L,
“ la cual es la distribucién

esc

. a _
limP_(x)=—x""e
g—1

esc

“cldsica” si tomamos A, =A".

4 Aplicaciones

Ejemplo 1. En [11] Sotolongo y cols., siguen el forma-
lismo antes expuesto (ecuacion (11)) identificando la va-
riable “x” con un volumen adimensional igual a la rela-
cién entre el volumen del cluster (V) y un volumen (V,,)
caracteristico de la distribucién ( por ejemplo el volumen
que tiene las dimensiones lineales de una longitud carac-
teristica de correlacion), o sea, v = V/V,,. Tomando co-
mo restricciones la condicion de normalizacion (multi-
plicador Ag) y una especie de g-conservacién de la masa:

oo

va"(v)dv
<G1>q = =1
J.pq(v)dv

se obtiene la funcidén de distribucién de los tamafios de
cluster:

(25)

1

1-¢q g
v =|1-
{1522 |

que corresponde a una exponencial generalizada (ecua-
cién (16) para u =1). Esta distribucion ha sido utilizada
también con éxito en la descripcidn del tamafio de frag-
mentos en el proceso de fragmentacién. Se puede supo-
ner, sobre la base de argumentos fisicos simples, que el
tiempo de relajacion de un cluster estd relacionado con el
volumen (nimero de unidades relajantes) mediante:

]

7=/ 7
donde 0<o<1 representa macroscopicamente la geome-
tria “fractal” y la naturaleza dindmica de la relajacion.
Entonces a partir de aqui y siguiendo la linea de razona-
miento tipica en el estudio de la relajacion, en donde la
funcién de relajacion es un promedio ponderado de cai-
das exponenciales tipo Debye, se obtiene la funcién de

relajaciéon macroscopica del sistema ¢(¢) y la funcién de
respuesta f(¢) mediante:

(26)

o) = T p(0)e dr (28)
0
f@)= _do®) (29)
dt

donde p(7) estard dado por la ecuacion (26) teniendo
en cuenta (27). Al analizar los comportamientos asint6-
ticos de f{t) se obtiene que los exponentes del modelo
(¢4q) se pueden relacionar con los exponentes de las le-
yes de potencia experimentales de la relajacion dieléctri-
ca (m,n). Ademds se demuestra que la distribucion obte-
nida en (26) pertenece al dominio de atraccién de las dis-
tribuciones estables de Levy con pardmetro:

2-q

H= o
Ejemplo 2. En [12] se trata el mismo problema de la
relajacion dieléctrica y se obtienen los mismos resulta-
dos pero mediante la aplicacién de la ecuacion (11) di-
rectamente al problema de la relajacién sin utilizar el en-
foque tradicional de una promediacién por caidas expo-
nenciales tipo Debye. En este caso se obtiene la distri-
bucién de Weibull generalizada (ecuacion (23)), usando
las restricciones vistas alli. “x”

(30)

En este caso la variable “x

debe identificarse con el tiempo de espera macroscopico
necesario para que el sistema efectie un cambio de esta-
do (0) tal como se define en [13]. Para este problema se

obtiene la funcién de relajacién ¢(t) como:
1

Ppt)=P(@>1) = T p(0)dt =[1+§(Az)“F (3D

— 1
R (i (32)
2—gq ’ q
donde la escala A estd directamente relacionada con la
frecuencia del méaximo de pérdidas (®,) de la funcién de
respuesta y es dependiente del tipo de material y del pa-

rametro de no extensividad de la entropia (q) a través de
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una distribucién acompafante.

5 Conclusiones

Como puede apreciarse, las distribuciones “generaliza-
das”, en el caso limite q—1, tienden a las distribuciones
“clasicas” de la misma manera que la entropia de Tsallis
tiende a la entropia BGS, lo cual afiade un elemento de
estabilidad para las distribuciones generalizadas obteni-
das. En cada caso fisico de interés donde sea posible la
aplicacién de la estadistica no extensiva, hay que identi-
ficar los valores medios generalizados (q-valores me-
dios) con el conocimiento de alguna propiedad y/u ob-
servable del sistema bajo estudio. Ademds en cada sis-
tema, la variable adimensional “x” debe ser identificada
con alguna magnitud fisica relacionada con la definicién
del “estado” del sistema.

En los ejemplos analizadas en la seccién de Aplica-
ciones se muestra como se puede emplear el formalismo
no extensivo en dos casos de interés relacionados entre si
acerca del estudio de la relajacion dieléctrica en sistemas
con respuesta dipolar. Esperamos que en trabajos futu-
ros sea posible encontrar otras aplicaciones donde apa-
rezcan algunas de estas distribuciones aqui obtenidas.
Ademds es necesario afiadir que el procedimiento segui-
do en este trabajo es posible aplicarlo a todas las distri-
buciones de la estadistica matemadtica, las cuales no se
obtienen aqui por razones obvias de espacio.
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