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El estudio de la proteina p53 ha cobrado gran importancia en
los Ultimos afios debido a que se han apreciado mutaciones en
ella en alrededor del 50% de los tumores observados en huma-
nos. Estudios experimentales han evidenciado que células irra-
diadas inducen oscilaciones en las concentraciones de la p53
y su principal antagonista la proteina Mdm2, las cuales han
motivado muchos modelos con el afan de explicar el mecanis-
mo de estas oscilaciones asi como su relevancia desde el punto
de vista biol6gico. En este trabajo nos proponemos el estudio
de un modelo que sea capaz de reproducir las oscilaciones.
Para esto se hara una formulacién estocastica del problema, a
partir de la cual se obtendran las ecuaciones deterministas que
lo describen. Ademas emplearemos el algoritmo de Gillespie
para simular el comportamiento del sistemay comparar con las
predicciones deterministas y los graficos experimentales repor-
tados en la literatura.

The p53 protein plays a critical role in the prevention of cancer
and it is inactivated in most of human cancers. Experimental
studies show that stress conditions, like DNA damage, induce
oscillations in the concentrations of the proteins p53 and in
its main negative regulator, Mdm2. In this work we studied a
model capable of reproducing these oscillations. We formula-
ted the problem in a stochastic way and we obtained a deter-
ministic system to describe this model. We used Gillespie's
algorithm to simulate the behavior of the system, and to com-
pare with the deterministic solution and with the experimental
observations.
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INTRODUCCION

Los genes supresores de tumores juegan un importante papel
en la regulacion del crecimiento celular. Su mal funciona-
miento puede provocar una proliferaciéon anormal de la cé-
lula y el desarrollo de tumores. El p53 fue uno de los prime-
ros genes supresores de tumores descubiertos. La proteina
supresora p53 juega un importante papel en el desarrollo del
cancer y esta inactiva en las células de casi todos los tumores
malignos. Esta proteina es un factor de transcripcion y se ha
observado que aparece mutada en alrededor del 50% de los
tumores observados en humanos [1].

Para entender las funciones de la proteina p53 es necesario estu-
diar el circuito que la regula. Una de las proteinas mas importan-
tes en este es la Mdm2. Ambas proteinas forman un circuito de
autorregulacion negativa, en el cual la p53 activada se une al gen
que codifica la proteina Mdm?2 y estimula la transcripcion de
este en un ARN mensajero (ARNm), a partir del cual se sintetiza
la proteina. A su vez, la Mdm?2 se une a la p53, inhibe su activi-
dad como factor de transcripcion y estimula su degradacion [2].

En condiciones normales p53 se encuentra en concentraciones
bajas en la célula. En presencia de sefales de estrés tales como
dafo en el ADN su red se activa y aumenta su concentracion
en el medio celular, fundamentalmente por medio de meca-
nismos que inhiben su interacciéon con la Mdm?2. Estudios ex-

perimentales, han evidenciado que las concentraciones de p53
y Mdm2 muestran un comportamiento oscilatorio, con cierto
tiempo de retraso entre las oscilaciones de ambas proteinas,
luego de que por ejemplo, la célula sea irradiada con rayos gam-
ma [3], [4]. Mediciones realizadas por Naama Geva-Zatorsky
y col. sobre 1000 células, mostraron grandes fluctuaciones en
las amplitudes de las oscilaciones presentadas por distintas cé-
lulas e incluso entre los diferentes picos de las mismas células.

En este trabajo estudiaremos las oscilaciones de p53 y Mdm?2
a partir de un modelo que describa las transformaciones in-
dividuales de cada proteina, considerando que la ocurren-
cia de una determinada reaccién es un proceso aleatorio y
con esta formulacion reproduciremos uno de los modelos
deterministas estudiados por Naama Geva-Zatorsky y col.
Ademis recurriremos al algoritmo de Gillespie para estudiar
la evolucion del sistema considerando sus propiedades esto-
casticas y para observar las diferencias de los resultados que
este arroja con respecto a las predicciones deterministas.

ESTUDIO ESTOCASTICO DEL SISTEMA P53-
MDM2. MODELO DETERMINISTA.

Para entender el comportamiento de las proteinas p53 y Mdm2
es necesario estudiar la evolucion de las concentraciones de am-
bas. La forma tradicional de enfrentar este problema es propo-
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ner y resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
que describa la evolucion temporal de las concentraciones de
cada proteina. Sin embargo para que esta formulacion sea va-
lida se necesita que las concentraciones de ambas proteinas se
puedan considerar como variables continuas. Esto es admisible
cuando el nimero de moléculas es por ejemplo del orden de
10, lo cual constituye una buena aproximacion de un sistema
infinito en el cual tiene sentido considerar los valores medios de
las concentraciones sin importar las fluctuaciones alrededor de
estos. Sin embargo, cuando el nimero de moléculas es del orden
de 10° —10", como ocurre con las cantidades celulares de p53
y Mdm2, entonces ya el sistema se hace discreto y la descripcion
determinista no es del todo correcta.

En este trabajo nos proponemos formular el problema plan-
teando las transformaciones individuales de cada una de las
especies consideradas con el objetivo de en primer lugar, re-
producir las ecuaciones deterministas anteriores, y en segundo
lugar realizar simulaciones estocasticas que permitan estudiar
el sistema desde este punto de vista.

Consideraremos solo tres especies en nuestra descripcién:
la proteina p53, la proteina Mdm2 y el ARN mensajero de
mdm2, este ltimo, elemento intermediario entre el p53 y el
Mdm?2. Identificar al ARN mensajero como al menos uno de
los intermediarios entre el p53 y el Mdm2 parece evidente
ya que la transcripcion de un ARN mensajero es uno de los
pasos obligatorios en la sintesis de las proteinas.

En las reacciones que se presentan a continuacion aparece el
gen que codifica la proteina Mdm?2, pero no lo considerare-
mos en el posterior analisis del sistema, dado que su concen-
tracién no varia. En el modelo consideraremos las siguientes
interacciones:

La p53, una vez que esta activada (lo cual puede ocurrir por
mecanismos que en este trabajo no consideraremos) actda
como factor de transcripcion del gen que codifica la protei-
na Mdmz2, formando un ARNm a partir del cual se sintetiza
Mdm?2, reaccion que representaremos de la siguiente forma:

p53 + gen(mdm2) — ARNm + p53 ey

-Una vez formado el ARN mensajero (ARNm) ocurre la sinte-
sis de la proteina:

ARNm — Mdm2+ ARNm (ID)
-El ARNm se degrada con cierta velocidad:
ARNm — @ (I11)

Donde por @ entenderemos cualquier reaccionante distinto
de los tres fundamentales que estamos considerando.

Otro elemento importante en este sistema es la sintesis de
p53, la cual en este momento consideraremos que depende

directamente de la cantidad de p53 que hay en el sistema, ya
que se conoce que p53 estimula la sintesis de proteinas que
asuvez estimulan el aumento de las concentraciones de esta
proteina activa [5]:
pS3 — 2p53 Iv)

Como explicamos anteriormente Mdm?2 es un regulador nega-
tivo de p53, en este modelo solo consideraremos que estimula

la degradacién de p53, la cual depende directamente de la can-
tidad de cada una de estas proteinas en el sistema:

p53 + Mdm2 — Mdm2 + @ V)
-Ademas consideraremos la degradacion de Mdma2:
Mdm2 —» @ (VI)

El estado del sistema en cada instante dependera de las can-
tidades de p53, Mdm2 y ARNm, lo cual denotaremos por un
vector I={n,,n,,n;}, donde n, es la cantidad de moléculas
de p53, n, la cantidad de moléculas de Mdm2 y n, la canti-
dad de ARNm en el sistema en el instante t.

Consideraremos que cada una de estas reacciones es un pro-
ceso que puede ocurrir aleatoriamente en el tiempo. Luego
definiremos la probabilidad de ocurrencia de cada reaccion en
la unidad de tiempo la cual denotaremos por W, (1), donde
i={1,...,6} y que depende del estado en que se encuentra el
sistema, por tanto para cada reaccion tendremos:

W =kny W, =k,nj
W3 :k3n3 W4 :k4n1
W5 :k5n1n2 W6:k6n2

Donde k; es la constante de velocidad de cada reaccion.

Definamos los vectores de transformacion de los
reaccionantes para cada reaccion:

v,=10,0,1} v,=10,1,0}
V3=10,0,-1} V,=11,0,0}
V5={-1,0,0} V6=10,-1,0}

Cada componente de V, indica la transformacion que sufre
cada reaccionante en la reaccion i-ésima

La evolucion en el tiempo de la probabilidad de que el siste-
ma se encuentre en el estado N en el instante t se describe a
través de la ecuacion maestra, esta dependera de la proba-
bilidad de que el sistema transite desde cualquier estado al
estado N al ocurrir cualquiera de las reacciones anteriores
y de que evolucione hacia otro estado si en el instante t se
encontraba en el estado 1 :



d%m_6waqp t
dt _IEI( i(n_Vi) ﬁ_vl ( )

-W. ()P (1))

(1)

Donde W, (1n)P. (t) esla probabilidad por unidad de tiempo
de que el sistema que se encuentra en el estado 1 en el ins-
tante t, transite hacia otro nuevo estado al ocurrir la reaccion
i-¢simay W, (n-V,)P. . (t) es la probabilidad por unidad de
tiempo de que el sistema que se encuentre en el estado n-v,
en el instante t transite hacia el estado 1 al ocurrir la reac-
cion i-ésima. Para obtener las ecuaciones de campo medio a
partir de la ecuacion maestra basta multiplicar ambos miem-
bros por el vector N1 y sumar sobre todas las posibles configu-
raciones, luego de lo cual obtenemos:

dt =11 2)

Si definimos el vector adimensional: X(t)= <ﬁ(t)> /N ylas velo-
cidades de transicion también adimensionales en la forma:

W, () Wi (NX)

N N (3)
Entonces obtenemos la formulacion determinista del proble-

a; X)=

dt i=1 11 (4)

O en forma extendida para cada componente de x:

dﬁ:kx-kxx
dt 471 757172 (5)
X e kx
dt 274377672 (6)
—dx3=kx-kx
dt 171 7373 (7)

El sistema de ecuaciones (5), (6), (7) obtenido es andlogo a uno
de los sistemas propuestos por Naama Geva-Zatorsky y col. [3]
el cual mostramos en (8), (9), (10).

dx

E fl”x-axyxy (8)
dy

—PyxagYo ©
dy \
a=a0y0-ayy (10}

La formulacion anterior del problema nos permite extraer cierta
informacién del mismo. En primer lugar se pueden obtener los
puntos fijos y hacer a su vez un andlisis de la estabilidad de estos.

Para hallar los puntos fijos se debe resolver el sistema de ecua-
ciones:

dx1
—1=0
dx
*2
(i)(73:0

Esto lo podemos convertir en un sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas despejando en (13) X3 en funcién de X :
fl(xl,);2):0:k4x1-k5x1x2 (14)
£, (x;.X)=0=k o
WX TR X e

k3 (15)
De modo que nos devuelve los siguientes valores para los pun-
tos fijos, donde nos hemos quedado con la solucion distinta de
la trivial:
* k4k6k3 x* k,

{x1 s Xy=—,X
kikoks ks

v Kyke }
3T
koks

Para analizar la estabilidad basta escribir la matriz Jacobiana
del sistema formado por (14) y (15) evaluada en los puntos
fijos y hallar los autovalores de la misma:

k k. k
172 2 _
Lk = A +k6x+k8k4—0
172
—= -k6-x
k
3

Las soluciones de este sistema tendrdn la forma:

-k6 :l:\/B

2
)”1 2= . , cuyo discriminante es: D=k -4k (k4

La parte real de esta solucién sera siempre negativa ya que kg

es una magnitud por definicién positiva y la solucion tendra
parte imaginaria distinta de cero en dependencia del valor del
determinante.

Si, D<0 y por tanto k, <4k . entonces el punto fijo sera osci-
latorio y estable. De acuerdo a los resultados experimentales
trabajaremos con los valores de los parametros que reproducen
el comportamiento oscilatorio.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se puede resol-
ver numéricamente escogiendo los valores de parametros y con-
diciones iniciales reportados por Naama Geva-Zatorsky y col.
El comportamiento del sistema se muestra en la Fig.1. Como se
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puede apreciar la formulacion determinista predice oscilaciones
amortiguadas para p53 y Mdm2. En la figura se aprecia un retra-
so entre los picos de p53 y Mdm2, lo cual coincide con los resul-
tados experimentales: ante la presencia de cierto dano en la cé-
lula que activaa p53, se aprecia un aumento en la concentracion
de la misma como un primer mecanismo para reparar el dano.
Dado que el p53 es un factor de transcripcion para el gen de
mdm?2, alaumentar su concentracion se induce un incremento
con cierto retraso de la concentracion de la proteina Mdm?2. A
su vez, el aumento de Mdm?2 favorece la degradacion de p53, lo
que disminuye su actividad como factor de transcripcion lo que
provoca una disminucién de los niveles de Mdm2. Mientras
persista el dano y p53 vuelva a aumentar su concentracion, este
ciclo permanecera, aunque el modelo determinista muestra que
las oscilaciones se amortiguaran con el tiempo. Las predicciones
deterministas no reproducen todos los resultados experimen-
tales. En estos se aprecian fluctuaciones en la amplitud de las
oscilaciones que el modelo determinista no es capaz de reflejar.

SIMULACION ESTOCASTICA

En la seccion anterior obtuvimos a partir de la ecuacion maestra
la formulacion determinista del circuito de p53 y Mdm?2 conside-
rando al ARN mensajero como intermediario entre las proteinas,
pero el resultado obtenido no captura la variabilidad que presen-
tan las células en la amplitud de los picos para las oscilaciones de
p53 y Mdm2. En el estudio realizado por Naama Geva-Zatorsky
y col. con el objetivo de reproducir las fluctuaciones observadas,
modifican el sistema (8), (9) y (10) anadiendo un término de ruido
aleatorio que multiplica a los términos de aumento de la concen-
tracion de p53 en las ecuaciones diferenciales (8) y (9), y conside-
rando ruido de baja frecuencia logran reproducir las fluctuaciones
en la amplitud de la oscilaciones observadas experimentalmente.

Nosotros en este trabajo hemos enfrentado el problema a
partir de una formulacion estocastica. En general la solucion
exacta de la ecuacion maestra nos permitiria obtener todas las
propiedades del sistema, pero esta solo es soluble cuando las
probabilidades de transicion son constantes o lineales. Esta
caracteristica de la ecuacion maestra conlleva a que muchas
veces se recurra a algoritmos computacionales para estudiar la
evolucion en el tiempo del sistema.
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Figura 1: Soluciéon numérica del sistemade ecuaciones k2=k3=1.1h",
k4=2 h', kb=3.7 h1,k6=0.9 h'l, con condiciones iniciales: x1=0.02,
x2=0.5, x3=0.2

En este trabajo emplearemos el Algoritmo de Gillespie [6] como
herramienta para apreciar la evolucion del sistema estocastico.
Los parametros empleados en las simulaciones determinista y
estocastica se escogieron de forma tal que satisfagan las con-
diciones para observar oscilaciones estables, segun el andlisis
de estabilidad realizado anteriormente. En la Fig.2 se muestran
los resultados del Algoritmo de Gillespie para el sistema que
estamos estudiando con el mismo conjunto de pardmetros y de
condiciones iniciales que se emplearon para obtener la solu-
cion del sistema de ecuaciones diferenciales deterministas.

La simulacion, como se puede apreciar devuelve oscilaciones
no amortiguadas, que presentan gran variabilidad en las am-
plitudes de los diferentes picos, segun muestra la Fig.2 y por
tanto recoge la esencia de las oscilaciones observadas por Naa-
ma Geva-Zatorsky y col. Esto permite afirmar que las variacio-
nes en la amplitud de las oscilaciones observadas experimen-
talmente se deben a las fluctuaciones propias del sistema. Este,
siendo esencialmente finito, es un sistema en el cual pequenos
cambios en las cantidades de cada proteina pueden ser signifi-
cativos con respecto a los valores medios. Esto demuestra que
no es necesario incluir factores de ruido multiplicativo a la ve-
locidad de produccion de las proteinas [3] para aproximarse a
reproducir los resultados experimentales.

concentracion de las proteinas

40 50 60 70
tiempo(horas)

‘p53  — ‘Mdm2’

Figura 2: Oscilaciones obtenidas para las concentraciones de
las proteinas p53 y Mdm2 empleando el algoritmo de Gillespie.

CONCLUSIONES

En sistemas de pocas particulas la formulacion determinista que
plantea la evolucion en el tiempo de los valores medios no repro-
duce el comportamiento real del sistema, ya que en este caso las
fluctuaciones con respecto a los valores medios pueden ser im-
portantes y cambiar la dindmica del sistema. Tal es el caso del mo-
delo presentado en este trabajo, en el cual el andlisis determinista
predice oscilaciones amortiguadas y es la simulacion estocastica
la que captura las fluctuaciones en la amplitud de las oscilaciones.
Con el estudio aqui realizado pudimos comprobar que las fluc-
tuaciones en el niimero de proteina p53 en una célula es una cua-
lidad intrinseca del sistema que es finito y en el cual las reacciones
ocurren aleatoriamente, cambiando las cantidades de proteinas,
de forma que las amplitudes fluctden tal y como predice el expe-
rimento y que por tanto no es necesario afiadir términos de ruido



que indiquen variabilidad en la produccién de la proteina, ni en
ninguin otro término del sistema determinista.
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