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Se propone un sistema de ecuaciones que describe el desarrollo
de la subida del aire ocasionada por el calor latente de la
condensacién del vapor de agua en un cilindro vertical de unos 10
km de altura. El resultado del calculo muestra un desarrollo muy
rapido de la corriente ascendente y su estabilizacion por efecto de
la friccién de las gotitas producidas por la condensacién del vapor
de agua en el aire.

We propose a system of equations to describe the development of
the air rise caused by the water vapor condensation latent heat in
a vertical cylinder of 10 km of height. The calculus results show a
very fast development of the rising flow and its stabilization due to
the friction of the droplets given by the water vapor condensation in
the air.

PACS: Atmosphere: pressure, density and temperature, 92.60.hv;

Water in the atmosphere, 92.60.Jq; Storms, 92.60.Qx; Partial

differential equations, 02.30.Jr; Fluid dynamics: finite difference methods, 47.11.Bc

I INTRODUCCION

Como es bien conocido, la subida del aire ocasionada
por el calor latente de la condensacién del vapor de
agua juega un papel fundamental en los fenémenos de
la torre célida, formando el ciimulonimbo y provocando
la tormenta y la precipitaciéon intensa o convirtiéndose en
el nicleo célido del huracdn (véanse por ejemplo [1], [2],
entre otros). La mayoria de los trabajos sobre tormentas
tropicales desarrollan modelos que estudian los sistemas
ya con cierto grado de madurez, lo que es posible ver
en trabajos tales como [3], [4], [5], [6] entre otros. La
literatura en este tema es muy amplia, pero no abundan los
trabajos que desarrollen con suficiente amplitud la fase inicial
de formacién de las tormentas tropicales. En el presente
trabajo proponemos un sistema de ecuaciones que describe
el desarrollo del movimiento ascendente del aire ocasionado
por el calor latente de la condensacién del vapor de agua,
suponiendo que el movimiento del aire se desarrolla en un
cilindro vertical elevado. Naturalmente, en la naturaleza
no existe una estructura andloga, sino solamente en nuestra
imaginacién podemos construir una chimenea de unos 10
kilémetros de altura. Aunque sea un experimento puramente
virtual, para comprender el aspecto esencial del fenémeno,
nos parece til analizar este modelo de la subida del aire. En
efecto, gracias ala simplicidad dela estructura geométrica del
cilindro vertical, podemos calcular bastante bien el desarrollo
del flujo vertical del aire, incluyendo la estabilizacién por el
efecto de la friccién de las gotitas producidas por la salida
del aire htimedo.

Para el célculo hemos utilizado una aproximacién para la
separacion del sistema de ecuaciones en una parte que
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describe el desarrollo en el tiempo t y la que determina la
estructura espacial como una estructura casi estacionaria.
Esta separacién nos permite utilizar un esquema de
diferencias finitas bastante simple, que da un resultado claro.

II ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DEL AIRE CON LA
CONDENSACION DEL VAPOR DE AGUA

Como decfamos arriba, proponemos la descripciéon del
desarrollo de la corriente vertical del aire por el calor
latente de la condensacién, corriente en un cilindro vertical
muy elevado. Imaginemos una “chimenea” de unos 10
kilémetros, que es un cilindro regular con una seccién
constante y bastante ancha, por ejemplo con un didmetro
entre 1y 2 kilémetros (como en muchos casos de chubascos),
y en ella una corriente ascendente del aire himedo que
provoca la condensacién del vapor como en una “torre
cdlida”. La presencia de la pared de la chimenea, o la
inhomogeneidad de la condicién inicial, podria provocar una
no uniformidad de la velocidad en distintos valores de la
altura. Pero, dado que la pared es paralela a la corriente
principal, si el flujo entrante es uniforme, el movimiento
irregular en el flujo se reduce a él en la capa limite, cuyo
espesor se disminuye en funcién de la pequefiez de la
viscosidad (véase por ejemplo [7], cap. 1V). Por eso, en
este trabajo, que trata una corriente del aire con viscosidad
muy pequefia en un cilindro muy ancho sin obstaculos,
despreciamos la inhomogeneidad que se puede crear en
la vecindad de la pared y estudiaremos los aspectos de la
corriente principal en el cilindro. Es decir, para formular
las ecuaciones, despreciando las componentes horizontales
de la velocidad y las variaciones de las magnitudes fisicas
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en las direcciones horizontales, consideraremos solamente la
componente de la velocidad v = v3 y solamente la variable
vertical z como coordenada espacial, de manera que las
ecuaciones se considerardn en el dominio

0<z<1z, t>0,

donde z; representard la altura del cilindro.

Para formular las ecuaciones, partimos desde las ecuaciones
en derivadas parciales de la mecénica de los fluidos (véase
por ejemplo [7]) y les afiadimos los términos debidos a la
transicién de fase del agua. Denotemos por Hy, = Hy(x,t)
la cantidad de H,O en estado gaseoso que se transforma en
liquido o sélido, por Ly el calor latente y por £ = X(x,t) la
cantidad de agua liquida o sélida presente en el aire (en la
forma de gotitas o pedazos de hielo).

Reduciendo las ecuaciones a una dimensién espacial,
tenemos

do 0
5 E(Qv) = -Hy, 1)
dv I »Pv 9
0(5 H’E) =H5a ~ 5P~ 8E+al 2
oT oT dv *PT du\2
QCU( at + Uz) + pg = Kﬁ + ‘U(g) + LtrHtrr (3)

donde p y x son el coeficiente de viscosidad y el de
conductividad térmica.

Si ademds ponemos

p =Ri0T 4
como en el caso del gas ideal, y si sustituimos (4) en (3),
tenemos

aT &T

v 2T
@CU(E oz

dv\2
oz Kﬁ + [J(g) + Ly Hy,.

=)+ RioT>- @)
Si ademas sustituimos
00,0 = =010 — vd,0 — Hyy

(que resulta de (1)) en (5), se obtiene

oT  dT d %
ch(g + Ug) - RlT(,;—f + va—f) =
_ K% + H(%)z + (RiT + Ly)Hp. ©6)

Ahora determinamosla cantidad H;, como sigue. Denotemos
por Tys(T) la densidad del vapor saturado (que podemos
considerar como una funcién de la temperatura T).
Supongamos que la cantidad de H,O que sobrepasa 7,(T)
se convierte inmediatamente en liquido o sélido. Entonces,
si denotamos por 7t(z) la densidad del vapor en el punto z,
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considerando la temperatura T como funcién de z, en cada
punto z tenemos

T(2) = Tos(T(2)).

Cuando el aire sube de Az, la cantidad de H,O que estaba en
estado gaseoso en el punto z serd, en la unidad de volumen,
aproximadamente

oz+Az) o(z + Az)
oz o) '

mientras que la densidad del vapor saturado sera

(2) Tos(T(2))—=—
Tty (T(z + Az)).
Por eso, tenemos

o(z + Az)

0(2)
T o(z + Az)
B AI;I—I»IO E[nvS(T(z))( oz) 1)

~ (Tl Tz + A2)) - s TR)))|

()= — Teos(T(z + A2))]

AZHO Az[

_ d d_
= nvs(T)E 10g 00— EHUS(T)~

Por lo tanto, teniendo cuenta de la relacién dz = v, podemos
poner

_ d d_
Hy = (7ios(T) - log 0 = —Tis(D)o- 7)

Ahora volvamos a la ecuacién (2), para la cual hasta ahora
no hemos comentado las condiciones en los extremos del
dominio 0 < z < z;. Como se ve por el calculo, dentro de la
chimenea hay un aire mds caliente que en el exterior y por
eso también la presién es mas grande que la del exterior.
Mas precisamente, si en el nivel z = 0, la presién en la
chimenea es igual a la del exterior, en la cima z = z; habrd
una diferencia de presién entre el interior y el exterior; en
esta situacion el aire que sale desde la cima de la chimenea
se extenderia muy rapidamente y la presién se reduciria al
nivel de la presién del exterior. Si traducimos este efecto
en el modelo del movimiento del aire dentro de la chimenea,
podemos considerarlo como una fuerza f, que, en el dominio
0 < z < z;, corresponderia al gradiente de presién de base
creado por la condicién del exterior. Por eso, si denotamos
por pex la presién del exterior y si, de acuerdo con (4),
consideramos que la presién en la cima p(t,z1) es igual a
Rio(t,z1)T(t,z1), la funcién f = f(t,z) tiene que satisfacer la
relacién

f £(t,2)dz = Ruot, 2T Z2) — pes. ®)
0

Como en nuestro modelo no hay elementos para determinar
una distribucién particular de f en 0 < z < Zz;, aqui
consideramos una distribucion casi homogénea (para la
aproximacioén de f para el calculo, véase (17)). Asi afiadimos
el término f a la parte derecha de (2), en la cual sustituimos
también (4).
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Resumiendo, el sistema de ecuaciones que tenemos que
considerar es

%+ 2w =-H, ©)
o5 +0%) = gﬁ; Ri 2 (o)~ gI=+ ol + £ (10)
e 2 + 02 - RiT(22 4 0%%) =

_ K% + y(%)z +(RyT + Ly)Hy, (11)
donde H;, es dado por (7).

Si despreciamos la viscosidad y la conductividad térmica, las
ecuaciones (10) y (11) se reducen a

v v P!
Q(E + UE) = —R] E(QT) — g[z + Q] + f, (12)
Jr dT 0 do
oo 5y o " Ua_) RlT(a—f + 05) (RyT + Liy)Hr. (13)

Il SEPARACION DE LA EVOLUCION TEMPORAL
Y DE LA ESTRUCTURA VERTICAL Y OTRAS
APROXIMACIONES

No es facil resolver el sistema de ecuaciones (9)-(11) con (7)
y con L que tenemos que definir todavia. Por eso, antes
de todo introducimos una aproximacién particular, que es
la separacién de la evolucién temporal y de la estructura
vertical. Pongamos

v = a(t)w(t, z) (14)

y supongamos que
do(t,z) = 0,

La hipétesis (15) significa que se supone que, fijando a(t),
es decir, una vez fijada la magnitud caracteristica a de la
velocidad, la densidad, la temperatura y la velocidad deben
constituir un estado casi estacionario; en efecto el sistema
(20), (23), (24) (véase abajo) puede representar el estado
hidrostatico con condensacién del vapor y con efecto de la
caida de gotitas.

0iT(t,z) =0, drw(t,z) = 0 (15)

Con las aproximaciones (14)-(15) la ecuacién (10) se convierte
en

d 2
ST 922

Por otra parte, nos es conveniente adoptar la aproximacién

de f(t,z) dada por

a+ pa*wd.w = pa— Rla(QT) glZ+ol+f (16

f(t/ Z) =

oft, 2yt 2) 2 E) P 17)

fo " olt, 2 )w(t, 2)dz’ .
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Se ve que esta funcién f(t, z) satisface (8) y se verd también
que, dado que la variacién en z de o(t, z)w(t, z) es bastante
pequertia, la de f(t,z) serd también pequefia. Sustituyendo
(17) en (16), tenemos

ow—a + pa*wa,w

dt
827/0 J Z ) ex
= pa— ~ Rim-(oT) ~ gl + gl + o _pla)—p
z fo o(t, z")w(t, z')dz’

0 sea, la ecuacion (16) se convierte en
P(t/ Zl) — Pex
I ott, 27yt 2z

9%w

072

d
aa(t) =

oa*wd,w = yoc ng(gT) - g[X+ ¢l

En lo que concierne a X(t,z), su estimacién resulta muy
dificil; nos parece que es casi imposible determinarla por una
deduccién tedrica. Esperando los datos de observacién con
que se definird (¢, z) de manera mds coherente fisicamente,
en el presente experimento numérico, vamos a utilizar la
aproximacion

t

X(t) = 1 f(p(t—s)thr(z s)dzds

0

P(t—s) f (ﬁvs(T)%logg— %EUS(T))vdzds (18)
0

con una funcién conveniente ¢, que representaria la
probabilidad de gotitas o de pedazos de hielo de quedar
en el aire. En efecto, si ¢(t — s) es la probabilidad de quedar
en el dominio 0 < z < z; del agua liquida o sélida producida
en el momento s, la cantidad X(t) definida por (18) seré el
promedio (en 0 < z < z1) de la masa total del agua liquida o
sélida presente en el aire en el momento .

Por fin interpretando (15) como la posibilidad de considerar

las funciones g, T, w como funciones de z con un pardmetro ¢,

escribimos o(t; z), T(t; z), w(t; z) y también dz, ‘g, ’gz"
do IT dw ‘ :
de 5, 57, 7. Asi el problema se convierte en

en lugar

R f;_ T t}_ — Pex
ga(t) _ 15( Zl) ( Zl) p , (19)
t fo ot 2)w(t; 2)dz
do dw _ d d_
ZUE + QE = _(T(vs(T)E log o - Envs(T))w/ (20)
daT do x d*T  pa(t) dwy2
sy ~R dz  a(hwdz2 ~  w (dz) "
d
+(RiT+ Lgl)(nvs(T) i dTnvs(T) T), (1)
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dw T d d*w
a(t)ZQwE + RlQE + RlTé - ya(t)E =-g0

t z
1 _ d d_
-g= f Pt —s) f (nm(tr)E log 0 — Envs(T))mudz ds.
0 0
(22)
Ya que nos interesa el desarrollo del corriente ascendente del
aire, consideramos sélo el caso en que v = aw es positiva y

no es demasiado pequefia (de manera que en (21) queda
relativamente pequefio).

K
a(t)w

Si despreciamos la viscosidad y la conductividad térmica, las
ecuaciones (21) y (22) se reducen a

dr do
QCUE - RlTE
_ 1d d_ d
= (RlT + Lgl)(nvS(T)éag - d_Tnvs(T)ET)/ (23)

t
dw ar d 1
a(t)Zng + RlQE + Rﬂ"é =-90— gz f(p(t —5)
0

21

— d d_
X f(nvs(T)ElogQ— Envs(T))awdzds. (24)
0

IV ELECCION DE PARAMETROS Y ESQUEMA
NUMERICO

Para efectuar el célculo, tenemos que precisar algunos
pardmetros que intervienen en las ecuaciones. Los
pardmetros fisicos g, Ri, ¢, son
R
g=98 gmz/sz, Ri=—, ¢ =
[

R=8,31-10" erg/mol - K, i = 28,96 g/mol.

En el célculo utilizamos para la densidad del vapor saturado
Tiys(T) su valor relativo a la superficie liquida
7,63(T-273,15)

ﬁz:s(T) = %EO .10 131

un = 18,01 (g/mol), Eo=6,107 (mbar),

y para el calor latente L; su valor relativo a la transiciéon
gas-liquido

La(T) ~ (3244 —2,72T)10°  (J/kg).

La correccion de estas funciones por la consideracién de la
presencia de la transicién de fase gas-s6lido requiere célculos
bastante complicados pero no modificard mucho el resultado
del calculo (para estos coeficientes véanse por ejemplo [8],
[9], [10], [11]). Para el coeficiente de viscosidad y el de
conductividad térmica, véanse comentarios detrds de la Fig.
5 en bajo.
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Para la presion en el exterior p,, en la cima, en el ejemplo de
simulacién de este trabajo, utilizamos

Pex = Ry Qsc(il)Tsc(zl)/

donde Ty (z) y 0s(2z) son las funciones de la temperatura
y de la densidad del aire en el estado hidrostatico (sin
condensacion), es decir

(y - 1)2,
Rl)/

gy -1
Rl)/

To(z) = T(0) - & ~ 9,8 °K/km,

I
0le) = (20 = mge) ™
_R1+Cv

. (y es el exponente adiabético),
4

(RiT(0))"
5

Po

h = constante = , P = 1013 mb.

En lo que concierne a la funcién ¢(-), en nuestro ejemplo de
célculo proponemos

7T
(p(T) = exp( - m), T2>0.

Dado que fooo exp(—%)dt = 1200, la eleccién de esta
funcién corresponde a la estimacién de que el promedio del
tiempo de permanencia de gotitas o pedazos de hielo en el
aire sea 20 minutos (= 1200 segundos).

Para realizar la simulacién de un caso, escogemos
0 <z<12000(m), 0<t<3600(s),
a(0) = 0.01 (m/s), T(¢;0) =300 (K),
o(t;0) = 1204 (¢/m>), w(t;0) = 1.

Para construir el esquema numérico, discretizamos los
intervalos 0 < t < #; = 2000 (s) y 0 < z < z; = 12000 (m)
por {ti}ﬁlo y {zj}?fo con pasos 0 y 0, es decir

021'0<t1<'--<lf]\]]_1<i‘N1 Zgl,

ti—ti zét Vie{lll"/Nl}/ (25)
O=Zo<Z1 <+ <ZIN,-1 <ZN, 221,
Zj—ZzZj1 = 0, Vj € {1,'” ,Nz}. (26)

Con la discretizacion del dominio (25) y (26) proponemos un
esquema de diferencias finitas para las ecuaciones (19), (20),
(23), (24). En efecto, cuando tenemos los valores de w(t;; z;),
olti;z)), Ttiz) y altin) (= 1, ,i=1, j = 1, Ny),
podemos determinar los valores de a(t;) y Z(t) por las
ecuaciones

Rio(ti-1;21)T(ti-1;21) — Pex

a(ti) = altiz1) + 0 ’
5. ):711 oti1; zp)w(tior; zj)

27)
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i—1
B(t) = 28 ) plti — t)a(t)o.
=1
N»
x Y (Di(i, ) = Dald, ewitiiz),  (28)
j=1

Toos(T(t7;2))
olti;zj-1)
AT

dT

D(i',j) = (o(ti;zj) — o(ti; zj-1)),

Dy(#, )) (ti; zj)(T(ti; 2) — T(ti; 2j-1))-

Después, cuando tenemos los valores de a(t;), Z(t;), w(ti; zj-1),
o(ti; z j—l)/ T(t;z j—1)/ podemos determinar los valores de

w(ti; zj), o(ti; zj), T(t;; zj) por las ecuaciones

wti; zj-1)o(ti; zj) + o(ti; zj-1)w(ti; zj)

= 2w(ti; zj-1)o(ti; zj-1) — (D1(G, j) — Da(i, w(ti; zj-1),  (29)
o(ti; zj-1)co T(ti; 2j) — RaT(t; zj-1)o(ti; z))
= o(ti; zj-1)eo T(t; zj-1) — RaT(t; zj1)o(ti; 2j-1)
+0.(RiT(t;21) + Lir)(D1(i, ) = Dai, ), (30)
a(ti)2@w(ti; z]-_l)w(ti; Z]') + R]Q(fi;Zj_1)T(ti,' Z]')
+ RiT(t; zj-1)o(ti; z)) = alti)ow(ti; zj-1)w(ti; zj-1)
+ 2R 0(t;; Z]',l)T(ti,' Zj—l) - 6ZgQ(ti; Z];l) - 6zg2(f1‘),‘ (31)
en (29) y (30), Di(i,j) y Da(i,j) son como en (28)
(evidentemente sustituyendo i en lugar de 7).
v (m/s)
40
35} .
30} _
251 .
20} _
15} .
10 1
5 4
00 50Io 11;00 1:I;oo zoloo 2!:00 31;00 3;;00 4000
t(s)

Figura 1. Desarrollo de la velocidad en el punto z = 0; la velocidad se
indica en el eje vertical con la unidad m/s, mientras el eje horizontal indica
el tiempo con la unidad s.

V RESULTADO DEL CALCULO

El resultado del célculo es ilustrado en las figuras. Las
Figuras 1-4 conciernen al caso sin viscosidad y sin
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conductividad térmica, mientras que la Fig. 5 ilustra el
desarrollo de la velocidad en el punto z = 0 en el caso
en que en el cdlculo se tiene en cuenta la viscosidad y la
conductividad térmica.

En la Fig. 1 se ve la velocidad méxima alrededor de 4
minutos 10 segundos con el valor de 36 m/s; después cae
hasta alrededor de 16 m/s por el efecto de friccién de la
precipitacién, y mds tarde se estabiliza alrededor del valor
de 18 m/s.

En las figuras siguientes, Figs. 2, 3 y 4, se ilustran la
distribucién vertical de la temperatura T, la de la densidad ¢
y de la velocidad v = aw en el momento t = 3600 s, es decir,
cuando el proceso se convierte en casi estacionario.

T(K)
300

290 1 B

280 B

270 B

260 B

2501 B

240 i

230 N

220 | | | | |

z{m)

Figura 2. Distribucién vertical de la temperatura T en el momento t = 3600 s;
el eje horizontal indica la altura con la unidad m.

p(g/m?)
1300

1200 B

1100 - B

1000 B

900 B

800 B

700+ B

600 B

400 B

4000 6000 8000 10000 12000

z{m)

Figura 3. Distribucion vertical de la densidad ¢ en el momento ¢ = 3600 s; el
eje horizontal indica la altura con la unidad m.
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v(m/s)
80

10 I I I I I
8000 10000

12000
z(m)

Figura 4. Distribucion vertical de la velocidad v = aw en el momento
t = 3600 s; el eje horizontal indica la altura con la unidad m.
El crecimiento de la velocidad segtin la altura que se ve en la

Fig. 4 es debido a la hipétesis de la constancia de la seccién
del cilindro: en efecto, la velocidad crece de manera casi
inversamente proporcional a la densidad.

v [mls!lo

3Br

0

25+

20

151

10

0 1 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

t(s)

Figura 5. Desarrollo de la velocidad en el punto z = 0 por el sistema de
ecuaciones con viscosidad y conductividad térmica.

La Fig. 5 se ha obtenido con el coeficiente de viscosidad
u = 1,66-%-1072g/s-my el de conductividad térmica
k = 2,36 - 10g - m/s°K (por eso el nimero de Prandtl serfa
0,706), que corresponden a los valores relativos al nitrégeno
N, (véase [8]). Se ve que el resultado para el caso con la
viscosidad y la conductividad térmica no es sensiblemente
diferente del caso sin viscosidad y sin conductividad térmica.
Ademas, con pruebas de calculo con otros valores de los
coeficientes de viscosidad y de conductividad térmica, hemos
constatado también que el resultado es muy estable y no
cambia sensiblemente por la eleccién de otros valores de estos
parametros. Si calculamos el niimero de Reynolds con la
amplitud caracteristica 12 km y con los valores escogidos,
él se hace enorme (del orden de 2 - 10); pero por la
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razén mencionada arriba, en este modelo a mesoescala no
consideramos movimientos turbulentos en escala bastante
mas pequefia.

VI CONCLUSIONES

Aunque la estructura del cilindro vertical de 12 km de altura
no sea natural, nos parece que el resultado de la simulacién
numérica muestra el aspecto fundamental de la evolucién
del flujo del aire htimedo con la condensacién del vapor de
la torre caliente: crecimiento rdapido de la velocidad vertical
del aire y su estabilizacién relativa por el efecto de friccién
de gotitas y de pedazos de hielo. En esta simulacién hemos
utilizado algunas aproximaciones un poco arbitrarias como
la de X(t). Por eso necesitaremos buscar aproximaciones
mejores para estas funciones y hacer otras simulaciones.
Ademads la estabilizacién relativa del crecimiento de la
velocidad vertical en este ejemplo es debida también al efecto
del hecho de que la seccién del cilindro vertical es constante,
y, en general, el fenémeno en la naturaleza tiene una
estructura mas compleja, lo que modifica el comportamiento
de su desarrollo. Por lo tanto, para modelar los fenémenos
naturales, serd necesario modificar la estructura geométrica
del modelo e introducir otros efectos que tenemos que tener
en cuenta.
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