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A partir del modelo de Oldroyd-B lineal, se obtiene una Ley de
Darcy generalizada en el dominio de las frecuencias y se da
una expresién explicita para la permeabilidad dindmica. Re-
sultados anteriores para fluidos newtonianos y viscoelasticos se
obtienen como caso particular de los nuestros. Son discutidas
las caracteristicas del campo de velocidades generado por gra-
dientes de presién arménicos. Se incluyen ademas los efectos
de la compresibilidad en la propagacion de ondas sonoras.

Starting from the linear Oldroyd-B model, a generalized Darcy's
Law is obtained in the frequency domain and an explicit ex-
pression for the dynamic permeability is given. Previous results
in viscoelastic and Newtonian fluids are shown here to be par-
ticular cases of our generalized law. Different features of the
velocity field generated by harmonic pressure gradients are also
discussed, as well as the compressibility effects on the propa-
gation of sound waves.
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INTRODUCCION

Existe una gran variedad de fluidos cuya estructura pre-
senta alta complejidad, entre los cuales se encuentran las
disoluciones poliméricas, algunos fluidos bioldgicos, sus-
pensiones, pastas, entre otros. En estos, a diferencia de los
fluidos newtonianos donde la viscosidad es independiente
del gradiente de velocidades [1], la viscosidad es funcion
de este y en general las tensiones en un instante dado de-
penderan de la historia de las deformaciones y de los gra-
dientes de velocidades [2-4].

En este articulo nos centramos en el estudio de disolu-
ciones poliméricas, en los cuales numerosos experimen-
tos evidencian estos comportamientos [2-6]. Marcadas
diferencias se establecen en los flujos no estacionarios en
presencia de cizalladuras, donde la elasticidad de estos li-
quidos cambia las caracteristicas de la propagacion de on-
das que han sido estudiadas para los fluidos newtonianos
[1,3,7].

Uno de los modelos mds simples que provee una des-crip-
cién hidrodindmica macroscopica de disoluciones polimé-
ricas, lo constituye el modelo de Oldroyd-B lineal [8]. El
mismo, describe comportamientos viscoelasticos basicos
de liquidos incompresibles con viscosidad de cizalladura
constante y tiempos de relajacion y retardamiento constan-
tes.

El articulo se ha organizado de la manera siguiente: en la
seccion 2 se presenta el modelo de Oldroyd-B lineal y se
discuten cualitativamente comportamientos carac-teristi-

cos de estos fluidos al ser sometidos a esfuerzos y defor-
maciones periodicas. Los perfiles de velocidad que se esta-
blecen en el interior de tuberias, creados por gradientes de
presion que varian sinusoidalmente en el tiempo son obte-
nidos en la seccién 3 y en la seccion 4 se obtiene una Ley
de Darcy generalizada en el dominio de las frecuencias. En
la seccién 5 se estudian las caracteristicas de la propagacién
de ondas sonoras en la geometria descrita en el parrafo
anterior, al incluir los efectos de la compresibilidad en estos
viscoelasticos.

MODELO DE OLDROYD-B LINEAL.

En el modelo de Oldroyd-B lineal la ecuacion constitutiva
viene dada por
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donde o es el tensor de esfuerzos, Aes una constante con di-
mensiones de tiempo y tanto #, como tienen dimensiones
de viscosidad. El tensor D es la parte simétrica del tensor
gradiente de velocidades
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De la expresion (1) se infiere que para flujos estaciona-rios
o equivalentemente, flujos en los cuales los esfuerzos y los
gradientes de velocidades tienen un periodo muy gran-
de comparado con 1, la disolucién se comporta como un
fluido newtoniano cuya viscosidad es la suma de la del sol-



vente y la del polimero, 7, . Si por otra partedel periodo
de los esfuerzos es del orden del tiempo de relajacion Ay la
viscosidad del polimero es mucho mayor que la del solven-
te, el fluido se comporta como un fluido de Maxwell. Por
el contrario, cuando los esfuerzos tienen un periodo muy
pequefio comparado conl , y si se cumple ademas s
el fluido respondera como un sélido de Hooke, mI”CIlLIdS
que si este numero es mucho mayor que la unidad, el li-
quido actuara como un newtoniano, de viscosidad igual a
la del solvente. La ecuacion (1) contiene como casos par-
ticulares las correspondientes al modelo de Maxwell y de
Newton que se obtienen al tomar los limites y 5, >0 y 41— 0,
respectivamente.
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PERFILES DE VELOCIDAD CREADOS POR GRA-
DIENTES DE PRESION QUE OSCILAN ARMONI-
CAMENTE.

Una vez discutidas las caracteristicas cualitativas del compor-
tamiento de los fluidos de Oldroyd-B sometidos a esfuerzos o
deformaciones periddicas, pasemos al estudio de los flujos en
el interior de tuberias de seccion transversal circular generados
por gradientes de presion variables en el tiempo, aplicados en
la direccion axial, que tomaremos como z . En esta seccion
consideraremos especificamente gradientes de presion que os-
cilan armonicamente.

Podemos escribir entonces
S r_ Kcos(wt) (2)
p dz

Esta expresion es valida cuando el fluido es incomprensible y
cuando la longitud del cilindro es mucho mayor que su radio.

Experimentalmente se han impuesto gradientes de presion al
colocar un piston oscilante en uno de los extremos del cilindro
[7]. La expresion (2) es una aproximacion valida solo en regio-
nes lo suficientemente alejadas del piston.

Para obtener el campo de velocidades se debe resolver el si-
guiente sistema de ecuaciones

p[%ﬂivﬁj:—va-a (3)
V-v=0

en unidn a la ecuacion constitutiva (1).

Bajo las mismas aproximaciones que premiten obtener la ex-
presion (2) es posible considerar que la tinica componente no
nula de la velocidad es la axial,v = v_('7,t)e_Por consideracio-
nes de simetria esta componente solo dependera de la distancia
al eje del cilindro, que se denotara por r. Buscaremos entonces
la solucion en la forma

v, (1) = me%(r)e_i[”t} (4)

Al sustituir esta relacion en la ecuacion (3), expresan-

dola en coordenadas cilindricas se arriba a una ecuacién
de Helmholtz para @(7), que unida a la condicién de no
deslizamiento sobre la pared del cilindro determina uni-
vocamente la solucion, expresada mediante

_ 1 Jo(Br) \dp
e (1 B J:)) (ﬁR)j

siendo R es el radio del cilindro y la funcion de Bessel de
orden cero, cuyo argumento se determina por la relacion

(5)
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Por tanto de las expresiones (5) y (5.1) se obtiene el campo
de velocidades como funcion de r y t. Si hacemos se obtiene
la solucién para fluidos newtonianos [7]. Las figuras (1),
(2) y (3) muestran las caracteristicas del perfil de velocida-
des para estos, asi como los correspondientes a Maxwell y

Oldroyd-B.

En estas figuras se ha graficado la velocidad 4($)que es la
velocidad axial, medida en unidades de, Kf:j” en funcién de la
distancia radial & medida en unidades del radio del cilindro
R. La funcion depende de los nimeros adimensionales
a:(‘)RZP’ A=A’70 . '7s'
flo R%p flo

El nimero ¢ es el nimero de Reynolds para flujos no esta-
cionarios, puesto que da la razdén entre las fuerzas de inercia
p% y las fuerzas viscosas 7,v2v, El numero A, inverso del
namero de Deborah, provee la #elacion entre el tiempo carac-
teristico de los efectos elasticos y el tiempo caracteristico

R2 de la difusion de la vorticidad.
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Figura 1. Perfil de velocidades para fluidos newtonianos que
corresponde al limite4 — Oen (5.1). En el perfil representado por
la linea continua el valor de es 1, mientras que la linea discontinua
corresponde ¢ =18
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Figura 2. Superposicién de los perfiles de velocidades para fluidos de Maxwell,
representado por la curva continua( @ =18.5 )y por la linea discontinua( & =1
con los corres-pondientes a los fluidos de Oldroyd-B, curva de lineas y puntos
(=1, n'= 10’2 ). En los tres perfiles mostrados el valor tomado para A
es 50.
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Figura 3. Perfil de velocidades para fluidos de Oldroyd-B. En el gréafico
se tomaron los valores A=50 , & =1y ’7%0 —1072,

Los perfiles han sido obtenidos en el instante en el cual la ve-
locidad en el eje del cilindro alcanza su valor méaximo. En
los fluidos newtonianos, figura 1, para pequefio se observa
la formaciéon de un perfil parabdlico, semejante al flujo
de HagenPoiseuille. Al crecer se observa que solo existe un
gradiente de velocidad cercano a la pared, esto eviden-
cia la for-macién de un perfil con caracteristicas de capa
limi-te[7]. En los graficos correspondientes al modelo de
Maxwell y Oldroyd-B, figura 2, se aprecia como la elasticidad
afecta la propagacion de ondas de cizalladuras donde vemos
la formacion de flujos de Couette, incluso para pequefio. Esto
ha sido verificado experimentalmente y predicho cualitativa-
mente por el modelo de Maxwell, aunque este predice veloci-
dades mayores que las observadas [9]. El modelo de Maxwell
predice un fortalecimiento de los efectos elasticos al aumentar
, que se manifiestan al formarse zonas adyacentes de poco
espesor con velocidades contrarias. Sin embargo, en la figu-
ra 3 correspondiente al modelo de Oldroyd-B, se aprecia que
los efectos elasticos son menos notables que en el modelo de
Maxwell al aumentar @, teniéndose perfiles con caracteristi-
cas de capa limite semejante a los newtonianos, pero con un
espesor menor. La formacion de flujos con caracteristicas de
capa limite en disoluciones poliméricas, hasta donde los auto-
res conocen, no ha sido predicha teéricamente.

LEY DE DARCY GENERALIZADA.

En el caso en el cual se establecen gradientes de presiones que
varien arbitrariamente en el tiempo es posible estudiar las
caracteristicas de la dindmica del fluido viscoeldstico en el es-
pacio de las frecuencias, al aplicar la transformada de Fourier
al sistema ecuaciones (3), unido a la relaciéon constitutiva (1).
Aligual que para ¢(r) se obtiene una ecuaciéon de Helmholtz
para la transformada de Fourier de la velocidad ¥, (r,@) Resol-
viéndola se obtiene

v, (r,w)= 1[1
iop

pr
i £

enlacual § hasido definido segin (7.1). El promedio de la
velocidad por la seccion transversal, relacionado directamente
con el gasto a través de esta, se puede calcular a partir de la
ecuacion (9). Por tanto, se tendrd

S ) AT

Este es un resultado andlogo a la Ley de Darcy, que expresa esta
misma relacién en el tiempo. Podemos definir equivalente-
mente la permeabilidad dindmica como:

Mo \:’VZ (F, w)\,\’r
dap
dz

A partir de esta funcion, es posible determinar el gasto como
funcion del tiempo mediante la ecuacion

v.(r, w)), )

K(w)=— (10)

t r)dp( ) (11)

=nR Id
Q Mo dz
dp . .
donde Ky 4, son la transformada inversa de Fourier de la
permeabilidad dindmica y el gradiente de presiones, respecti-
vamente.

En la figura (4) se ha graficado el valor absoluto de la per-
meabilidad dindmica re-escalada por su valor bajo flujo esta-
cionario. La frecuencia a su vez ha sido medida en unidades
del tiempo caracteristico X . De esta forma la permeabllldad
dinamica depende de los nfismos nimeros & 4y7n’ definidos
en la seccion anterior.
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Figura 4. Valor absoluto de la permeabilidad dindmica definida en
(11). La curva discontinua corresponde al modelo de Maxwell con
A=150, mientras que la curva continua representa el resultado para el
modelo de Oldroyd-B con el mismo valor de Ay #'= 1073 .

En esta figura se compara el comportamiento de K(w) para
fluidos de Maxwell y fluidos de Oldroyd-B, considerando en
estos ultimos que la viscosidad del polimero bajo flujo estacio-
nario es mucho mayor que la del solvente, 7'= 1073 . Zomo

se puede apreciar, para valores de ¢ bajos ambos modelos
predicen similares resultados. Sin embargo, las diferencias
comienzan a ser muy notables a medida que aumenta & dado
que aumenta el nimero adn'=win', por lo cual la componen-
te newtoniana se torna mds relevante y los efectos disipativos
predominan.



EFECTOS VISCOELASTICOS SOBRE LOS ES-
FUERZOS NORMALES.

Como fue destacado en la seccion 2, el modelo de Oldroyd-
B asume que la disolucién es incompresible. Para incluir los
efectos de la compresibilidad en los flujos que se establecen
en la geometria descrita en las secciones anteriores, utiliza-
remos la generalizacién al modelo de Oldroyd-B propuesta
en [10], donde se asume que la traza del tensor de esfuerzos
viscoelasticos satis-face la relacion

=3mpV-y (12)

enla cual 7, y 4, son la viscosidad y tiempo de relajacién
asociados a los esfuerzos normales, respectivamente.

Aligual que en [10] se considerara que la velocidad de las par-
ticulas en la onda sonora es mucho menor que la velocidad del
sonido en el medio. Ademas se estudiardn ondas en las cua-
les tanto la densidad, como la presién y la velocidad realizan
pequerias oscilaciones alrededor de sus respectivos valores de
equilibrio. Bajo estas hipodtesis, se demuestra en [10] que, las
ecuaciones de conservacion de la cantidad de movimiento, de
conservacion de la masa y constitutiva pueden ser linealizadas.

Al igual que en [10] consideraremos dos situaciones limites
en la propagacion de las ondas. Una de estas esta dada por la
suposicion de que las variaciones de presion, velocidad y den-
sidad tienen periodos muy grandes y consecuentemente los
procesos ocurriran bajo equilibrio térmico. Consideraremos
en el otro caso limite que los periodos en los cuales ocurren
las fluctuaciones de las magnitudes en cuestion son muy pe-
quenos; en este caso, los procesos en la onda tendran lugar a
entropia constante. En ambas situaciones las fluctuaciones de
la presion seran funcién solo de las variaciones de densidad.
Entonces se obtiene

e2 | or
ap ).

En [10], bajo estas aproximaciones se derivd una ecua-cion
para las oscilaciones pequefias de la presion y las relaciones de
dispersion para una onda plana. En cuanto al problema que
nos ocupa, al igual que en las dos secciones anteriores supon-
dremos que en un instante dado la presion es constante sobre
la seccion transversal del cilindro. Utilizando los resultados re-
teridos en [9] bajo la suposicion de que dentro de la tuberia se
propagan de izquierda a derecha ondas viajeras planas es posi-
ble demostrar que la componente axial de la velocidad, unica
no nula, es proporcional al gradiente de presiones, al igual que
en el caso incompresible. Por tanto, se puede definir una per-
meabilidad dindmica K (ex) para los fluidos compresibles
dada por

(13.1)

K =
()= P— (14)

2 1 J k
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en la cual se han definido « y ¢ al igual que en la seccién
anterior y ademas se tiene

2
2=k 4l s |,
o 1-iad\ 30 n,) 7o

2 .
2= % 14-—10{2 n'+ 1 i[1—’7—S + 72
Rey Rey l—ied\3{  n,) 1,

-1
(14.1)

Del resultado anterior vemos que los efectos compresi-bles es-
tdn contenidos en los numeros Re, y " Es usual que la segun-
da viscosidad sea del orden de 70[1], 1& cual conduce a que

2
“==1.
To
Si se toma el limite ¢x =% (Rey > =) en (14.1) resulta que
k%20 y consecuentemente

BZ ﬂ—a (15)

Por tanto en este limite, la permeabilidad dindmica para el caso
compresible, definida en (14) coincidirad con la permeabilidad
dindmica, definida en (10). A continuacién se muestra grafica-
mente la permeabilidad dindmica para varios nimeros Re x.
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Figura 5. Valor absoluto de Kc en la expresion (14), normali-zado por

su valor a frecuencia cero, para dos valores deRex. Se tomaron para

ambas curvas los valores A=150y 7'=10"-3. La linea continua fue

graficada para , mientras que en la discontinua se usé el valor Rex = 0.1

En la figura 5 se pueden apreciar los efectos de la compresibili-
dad al variar el nimero . Si se comparan las lineas continuas de
las figuras (4) y (5) vemos que coinciden perfectamente y por
tanto no se manifiestan los efectos de la compresibilidad para

Rex =100 . Al disminuir este nimero (Rex <1) los maximos de
la permeabilidad se desplazan y disminuye la amplitud de estos.

CONCLUSIONES

En este articulo hemos discutido algunos efectos no newtonia-
nos en flujos no estacionarios de disoluciones viscoeldsticas
modeladas por la ecuacion constitutiva de Oldroyd-B, en su
aproximacion lineal. Por tanto, dos contribuciones fundamen-
tales son consideradas: una newtoniana dada por el solvente y
la contribucion visco-elastica por el polimero. Se demostrd que
los efectos puramente viscosos en estas disoluciones dependen
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del nimero win', obteniéndose dos casos limites importantes,
cuando wAn'— 0 la disolucién se comporta como un fluido de
Maxwell y cuando wirn'>>1 disolucion se comporta como un
fluido viscoso cuya viscosidad es igual a la del solvente. Se ob-
servo laformacion de flujos de Couette en liquidos de Maxwell
y Oldroyd-B para valores de  del orde de la unidad y que, al
crecer este nimero, se crean perfiles con caracteristicas de capa
limite tanto en los newtonianos como en los de Oldroyd-B. Se
obtuvo una Ley de Darcy en el dominio de las frecuencias y
una expresion para la permeabilidad dina-mica. El valor ab-
soluto de esta funcion presenta picos para ciertas frecuencias
en los liquidos de Maxwell y de Oldroyd-B. En estos ultimos se
ven amortiguados al aumentar el nimero e4n'= wAn', debido al
fortalecimiento de la componente newtoniana. Se incluyeron
los efectos de la compresibilidad en la permeabilidad dindmi-
ca, los cuales estan contenidos en el nimero Rex. Estos son
significativos solo cuando . Rex<1.
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