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ONDAS SUPERFICIALES EN UN LIQUIDO
CON CONFINAMIENTO ELIPTICO

SURFACE WAVES IN A LIQUID WITH ELLIPTICAL CONFINEMENT
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Se estudian con detalle ondas superfciales en un fluido no vis-
coso en tanques cilindricos con seccion transversal eliptica.
Se presenta una completa caracterizacién del potencial de ve-
locidad y la amplitud de la superfcie libre en términos de fun-
ciones de Mathieu. Nuestros resultados numéricos muestran
la dependencia de las frecuencias naturales en funcion de las
propiedades del fluido y la excentricidad e de la seccién trans-
versal del tanque. La evolucién de la estructura nodal de las
ondas de gravedad capilaridad es modulada al variar e.

Inviscid surface waves in cylindrical containers with elliptical
crosssection are studied in detail. A complete characterization
of the velocity potential and the amplitude of the liquid surface
is given in terms of Mathieu functions. Our numerical results
show the dependence of the natural frequencies on the fluid
properties and the eccentricity e of the container cross-section.
The evolution of the nodal structure for gravity-capillary waves
is modulated by changing e.

Keywords. Gravity waves 47.35.Bb, capillary waves 47.35.Pq, Boundary-value problems 02.60.L]j

INTRODUCCION

El estudio de las ondas superciales en un liquido connado en
un recipiente ha generado una gran cantidad de investiga-
ciones experimentales y teéricas [1, 2]. El andlisis modal del
movimiento de la supercie libre es usualmente utilizado para
estimar las frecuencias naturales de oscilacion y las corres-
pondientes formas superficiales de los modos de oscilacion.
El conocimiento de las frecuencias naturales es esencial en el
proceso de disefio de los contenedores cisternas y sistemas de
control activo en vehiculos espaciales [1, 2].

Son posibles soluciones exactas solo en pocos casos especiales
como tanques cilindricos de secciones transversales circular y
rectangular. Como ejemplo interesante tenemos la prediccion
tedrica de las frecuencias naturales cuando el borde de la su-
perficie libre del liquido estd fija al borde del tanque [3, 4].
Este interesante problema con ligaduras ha encontrado una
excelente concordancia entre teoria y experimento. De espe-
cial importancia ha resultado la concordancia entre los valo-
res calculados del coeficiente de amortiguamiento y la data
experimental, pues ha permitido aclarar la relevancia de los
diferentes mecanismos que contribuyen el amortiguamiento,
en particular, la disipacion viscosa producida en el volumen
del liquido [5, 6, 7].

Al menos desde un punto de vista tedrico seria interesante ex-
tender recientes resultados alcanzados en geometria circular
(8,9,10,11].

Una extension natural seria considerar la problemética en re-

cipientes con seccion transversal eliptica. Sin embargo, aun el
problema de las ondas superciales estacionarias en un fluido
ideal donde la linea de contacto se mueve libremente por las
paredes laterales de un tanque eliptico, ha sido tratado pobre-
mente [12, 13, 14]. El propoésito principal de este trabajo es
presentar una discusion completa de este problema. Este tra-
bajo esta organizado como sigue. En la Seccién 2 se presentan
las ecuaciones generales que describen las ondas estacionarias
en un fluido ideal en recipientes cilindricos. Se consideran los
efectos de la tension superficial. En la Seccion 3 se da la solu-
cion exacta del problema de autovalores para tanques elipti-
cos, la cual involucra funciones de Mathieu cuyas propiedades
determinan la simetria de los patrones nodales. Los autova-
lores y frecuencias naturales son mostrados en funcion de la
excentricidad de la seccion transversal del tanque. Finalmente,
en la Seccion 4, presentamos las conclusiones del trabajo y sus
posibles extensiones.

FORMULACION

Considerando un fluido ideal y bajo la aproximacion de osci-
laciones pequenas en la supercie libre del liquido, el potencial
de velocidad ® que describe el flujo tridimensional asociado
a la onda supercial satisface la ecuacion de Laplace

2f —
Vb = 0. 1)

Teniendo en cuenta los efectos de la tension superficial y que
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las paredes del tanque son impenetrables, el potencial satisfa-
ce las condiciones de frontera [15]

e 0 o0 (PP 9P
W“’E‘EE(%*@TQ)_O' =0 @
0P
_—= " 3
o 0, (z.y)ecL®)
P
_— = — 4
5 0, (z=-h) 4

donde g es la aceleracion gravitatoria, h la profundidad media
delfluido, P la densidad, £ la frontera de la seccion transversal
del tanque y n = (n1; n2; 0) un vector unitario perpendicular
al contorno £ (vea la Figura 1).

Z
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Figura 1.A la izquierda, vista frontal de un tanque eliptico. (b) Vista
superior del tanque. EI dominio bidimensional D (seccién transversal)
es limitado por la elipse L.

De la simetria axial del tanque y la ecuacion (4) la solucién es-
tacionaria para ® puede ser investigada como

® = W(z,y) cosh k(z + h) exp(iwt), (5)

donde k es el numero de onda y w la frecuencia angular, en
adelante la llamaremos solo frecuencia. De (5) y (2) obtenemos
la siguiente relacién de dispersion para estas magnitudes

w = \/(g + %k?)k tanh(kh). ©)

de donde se sigue que si 1 >>(0k?)/(gp) estamos en régimen
de ondas de gravedad y en el caso contrario, 1 >> (ak?)/(gp),
en régimen de ondas de capilaridad.

Sustituyendo (5) en las ecuacién (1) obtenemos que la funcion
potencial bidimensional W(x; y) satisface la ecuacion de
Hembholtz

VAU + k20 =0, (7)
en el interior de dominio D, limitado por la frontera L donde la

condicion de frontera de Neumann (3) debe cumplirse. Senale-
mos que si (x; y; t) denota los pequenios desplazamientos de la

supercie libremedidos a partir de z= 0, estos estan relacionados
con el potencial bidimensional W por la ecuacién [15]

w cosh(kh)

W‘I’(Ia y). (8)

¢ = i(z, y) exp(iwt),
Estas expresiones revelan que al estudiar la estructura nodal de
la funcién ¥ obtendremos informacion sobre la perturbacion-
supercial. Por tanto, si somos capaces de resolver la ecuacion
de Helmholtz con condiciones de frontera de Neumann, en-
tonces conoceremos las principales caracteristicas de las ondas
de gravedad-capilaridad de un uido ideal connado en un tan-
que cilindrico.

En la préoxima seccion se describe la solucién de la ecuacion (7)
para estudiar el comportamiento de las ondas superciales de
un liquido en un tanque con simetria eliptica.

MODOS NORMALES DE OSCILACION

La ecuacion de Helmholtz bidimensional puede ser escrita en
coordenadas elipticas como

2ok TR 2
e + P - ?(coshZE —cos 2n)k=¥ =0,

)

con 0 <& 0 < n < 27y el pardmetro g > 0,, las cuales es-
tan relacionadas con las coordenadas cartesianas por [16]

x = pcosh&cosn, y = psinh{sinn,

tal que las curvas £ = const y 1 = const son elipses e hi-
pérbolas confocales, respectivamente, con focos en (£, 0): En
este caso se buscan las soluciones dela ecuacion (9) en el interior
deldominio P = {(&,n) : 0 < € < &,0 < 7 < 27}, cuya
frontera L es una elipse con semi-eje mayor(menor) A(B). La
ecuacion (9) es separable si se propone ¥(§,7) = NF(£)G(n)
, donde N es una constante de normalizacidn, y las funciones
F(&) v G(n) satisfacen

2 2.2

[% —-a+ - ; cosh 25] F =0, (10)
d? e

[d—ng+a—92 cosZn]G:{], (11)

siendo @ una constante de separacion. La ecuacién (11) es la
ecuacién de Mathieu, y debido a que G/(77) debe ser periédica
segun consideraciones fisicas (G(1) = G(n+2m)), solo podra
tomar ciertos valores caracteristicos [16]. Estos valores son de-
notados por a_(q) para las soluciones pares G, = cem(n.4q), y
porb (q), paralasimpares G, = sy, (1, q), donde 4¢ = 0°k”.
Notemos que (10), ecuacion modicada de Mathieu, puede
ser obtenida de (11) por la sustitucion 1 = i€, de esta forma



F(, = CEm (Eé‘ Q) =
F,=—i Se-m.(?;‘gs Q) =

Cem(€,9),
Sem (€, ),

m=0,1,2. (12)
m=1,2,.. (13)

donde Ce, y Se, son las funciones modicadas deMathieu

de primer tipo (soluciones radiales). En consecuencia, el con-
junto completo de soluciones de (9) puede ser clasicado en
autofunciones pares o impares

U, = Npcem(n,q)Cen(€, q), (14)
vy, = Nm's'?m(?? q)Se m(g QJ (15)

m

La paridad de estas funciones respecto a la variable implica

que la autofuncion V¢, sea simétrica respecto al eje X, mientras
(2] o . 7 . 4

W7, es antisimétrica, como veremos mds adelante.

Autovalores del nimero de onda: En coordenadas elipticas la
condicién de frontera 0¥ /dn = 0 en (z,y) € L puede de-
mostrarse que se reduce a
dr
= -0
’ 1
d€ |e_e, (16)

donde & = arctanh(v'1 — €2)y e es la excentricidad. Si de-
nimos k= kp/e = kA, de (16) obtenemos el conjunto de
autovalores adimensionales pares ke » impares k. para el
nimero de onda k,y,, m»-donde kE, |y kg, . sonlasraices de

Em (&] ( m, u/2)2) = [)"

T, T

Serm (€0, (ek, ,/2)%) = 0,(17)

con n = 1; 2; ...Notemos que los autovalores adimensionales
km.n dependen solamente de la excentricidad e.
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e

Figura 2. Autovalores &, , como funcién de la excentricidad e. Las
lineas sélidas (discontinuas) representan los autovalores de los modos
pares (impares).

La Figura 2 muestra la variacion de los primeros 15 autovalores
Kn.n como funcion del parametro geométrico e. Como era de
esperar, a mayores valores de e (elipses mas estrechas) corres-

ponden mayores valores de Epn. Sin embargo, puede apre-
ciarse que los autovalores impares son significativamente mas
sensibles al confinamiento que los autovalores pares, es decir,
k2, > k¢, para un valor de excentricidad dado. Este resul-
tado puede ser clarificado a partir de un sencillo razonamiento
fisico del problema, para el cual tomaremos como ejemplo a los
dos modos més bajos, k¢ , y k¢ ,. El eje mayor es una linea nodal
para la perturbacion superﬁCIal ¢, del modo par (1, 1)(se; =0
paran = 0, ), mientras el eje menor es una linea nodal para la
perturbacion (f, (ce; = 0 paran = /2,37 /2), por lo cual, las
perturbaciones (7', y (i ; se mueven perpendicular y paralelo al
eje mayor, respectivamente. Por tanto, el tiempo empleado por
(7, en atravesar el tanque es menor que el tomado por ({5, lo
que implica que w{ | > wf{; y como consecuencia, dado que

wo  k, se obtiene que k¢, > k{ ;. En particular, en el limite
B — A, de (17) se obtiene que

Eod

1.1 =M1 +0.0375 e? + C)(e"},
11 =p1.1+0.8831 e + O(e"l).

bod

donde ;17 = 1.8412 es el autovalor del modo bdsico en un
recipiente de seccion circular. En general, cuando la excentri-
cidad tiende a cero los autovalores &, ,, tienden a los autoval-
ores fi,,  del problema en geometria circular, donde g, ,, es el
n-ésimo cero de J”’J (1) (Jyn(pe) es la funcién de Bessel de or-
den m). Esta degeneracion es mostrada claramente. En el limite
opuesto, e —+ 1, en la Figura 2 se observa que solo los autovalo-
res del tipo k¢, , (m > 0) tienden a un valor finito, mientras el
resto diverge [13].

Simetria y patrén nodal: Como la perturbacion de la superficie
libre ¢ es proporcional a W (vea ec. (8)), y dado que, Ce(&,q) o
Se(&, q) son constantes sobre una elipse confocal (£ = const.),
entonces la simetria espacial de ¢ depende de las funciones angu-
lares de Mathieu ce(1), q) o se(n, g). Estas funciones presentan
las siguientes relaciones de paridad y simetria [13]

ex(n,q) = cea(m £1,q) = cea(2m — 1,q),
cea1(n,q) = —cezq1 (7 £ 0, q) = cex41 (2 — 1, 9),
seat+1(7,q) = £sear1 (T F1,9) = —sea1(27 — 1, 9),
sea2(1, q) = Esex2(m £1,q) = —sex2(2m — 1,9).

De estas relaciones se sigue que (5, (¢35, ,) es simétrica
(antisimétrica) con respecto a ambos ejes; (5, , (Biv1.n)
simétrica (antisimétrica ) con respecto al eje mayor, pero
antisimétrica (simétrica) con respecto al eje menor. Estas
propiedades de simetria de ¢ son mostradasen la Figura 3, donde
una vista tridimensional de la amplitud ¢ de la perturbacién su-
perficial es mostrada para los modos (4, 1) y (3, 2) en un reci-
piente con e = 0.6.
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Figura 3. Vista 3D amplificada de la amplitud ¢,,, . (&, n) de la superficie
del liquido para los modos pares e impares (4, 1) y (3, 1) en un tanque con
excentricidad e = 0.6. Encima de cada figura 3D aparece su respectivo
patron nodal.

Los patrones nodales mostrados en la Figura 3 reflejan la geo-
metria eliptica del tanque y permiten una interpretacion a las
etiquetas m, n. Sin = rym = p tendremos r — 1 elipses con-
focales y p ramas de hipérbolas confocales. Note que para los
modos impares la linea y = 0 es considerada como una rama
de hipérbola degenerada. En el limite ¢ — 0, vea la Figura 4, las
elipses e hipérbolas se convierten en r — 1 circulos concéntricos
y p didmetros, respectivamente.

De la Figura 4 se puede inferir que, en el caso limite e — 1,
cuando la elipse frontera degenera al eje mayor, el patrén nodal
del modo par (4, 1) son 4 puntos sobre el eje mayor, similar al
de una cuerda oscilante con extremos libres. Esto implica que
aun en este caso limite la longitud de onda asociada a este modo
sea finita (del orden de A/2), y por lo tanto, el nimero de onda
k. Este argumento se puede extender a todos los modos pares
(m, 1), lo cual explica por qué en la Figura 2 los autovalores k£, ,
tienen un valor finito para e = 1. Para el resto de los modos,
cuando e — 1, de la figura se puede inferir que la longitud de
onda tiende a cero, por lo cual el autovalor correspondiente di-

verge.
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Figura 4. Patrén nodal de los modos pares e impares (4,1) y (3,1) en
tanques con diferentes valores de excentricidad.

Autofrecuencias: Para calcular las autofrecuencias de los modos
estacionarios la ecuacion (6) puede ser reescrita como

(18)

wy/Afg= (1 + %) k tanh(l'k),

donde B, = gpA?/o es el nimero de Bond y I' = 11/1(118)

tor de llenado. Para el calculo fueron consideramos los valores,
B, = 100y I' = 1.37, los cuales corresponden con experi-
mentos hechos con agua [5, 7]. Para el valor de I" usado pode-
mos suponer la aproximacion de aguas profundas (tanh(I'k) —
1) con un error relativo para w+/A/g menor del 1% para los
modos estudiados. Notemos que para el valor del niimero de
Bond usado los modos mas bajos se comportan como ondas de
gravedad (IEEZBU < 1), por ejemplo, para el modo par (1.1)
tenemos que k7, /B, < 0.04 en todo el rango de variacién de
e. Sin embargo, con B, = 100 los modos mas excitados, como
el modo par (2,2), se comportan como ondas de gravedad-
capilaridad (k*/B, ~ 1).

En la Figura 5 se muestra el resultado de nuestra evaluacion para
los 15 primeros modos. Puede observarse que las autofrecuen-
cias muestran el mismo comportamiento que los autovalores
con la variacion de la excentricidad, lo cual es producto de la
proporcionalidad directa entre w y k,, ,,. Enla figura también se
observan multiples puntos de degeneracién accidental, es decir,
diferentes modos con igual frecuencia. Ejemplos particulares de
degeneracion estan representados en la figura por los puntos a,
by c. Estos tres ejemplos se diferencian por la paridad de los
modos involucrados en la degeneracion. De manera general, de
la Figura 5 se sigue que para mayores valores de la excentricidad
(e z 0.6) aumenta la posibilidad de obtener un mayor niimero
de degeneracion accidental.
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Figura 5. Autofrecuencias en unidades de /g/A como funcitn de e.
Condiciones experimentales consideradas en el calculo: I' = 1.37 y
B, = 100. lgual notacion que en la Figura 2. Coordenadas de los puntos
de degeneracion: (0.85,1.95), b(0.65,2.38) y £(0.75,3.44).




CONCLUSIONES

En este trabajo fueron derivadas soluciones analiticas para el
potencial de velocidad de ondas de gravedad-capilaridad con-
finadas en una region eliptica en términos de funciones de Ma-
thieu. Las frecuencias (18) de los modos normales de oscilacion
son dadas en funciéon del nimero de Bond B,, el factor de
llenado I y el conjunto de autovalores k,,, ,,, los cuales dependen
de la excentricidad e. Se mostré como al variar la geometria se
puede modular la forma de oscilar de cada modo, encontrandose
una mayor riqueza del comportamiento oscilatorio al aumen-
tar el confinamiento. Estos resultados proveen una base versitil
para el estudio y la simulacién dindmica de ondas superficiales
bajo confinamiento eliptico, aun para otras condiciones de con-
torno, como por ejemplo, recipientes llenos hasta el borde y/o
angulo de contacto estético distinto de 7/2 [4, 8, 17].

Una extension inmediata de este trabajo es considerar un flu-
ido poco viscoso y determinar el amortiguamiento inherente a
partir de una aproximacion de capa limite, para lo cual la solu-
cion obtenida del problema ideal seria util [5, 6]. Mads preten-
cioso seria intentar describir el fendmeno ondulatorio a partir
de una ecuacién "tipica" de ondas sin limitarnos a viscosidades
bajas [18, 19]. Un preciso conocimiento del coeficiente de amor-
tiguamiento es esencial para la construccién de una consistente
teoria no lineal de ondas superficiales [20].
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