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Se estudian con detalle ondas superfciales en un fluido no vis-
coso en tanques cilíndricos con sección transversal elíptica. 
Se presenta una completa caracterización del potencial de ve-
locidad y la amplitud de la superfcie libre en términos de fun-
ciones de Mathieu. Nuestros resultados numéricos muestran 
la dependencia de las frecuencias naturales en función de las 
propiedades del fluido y la excentricidad e de la sección trans-
versal del tanque. La evolución de la estructura nodal de las 
ondas de gravedad capilaridad es modulada al variar e.

Inviscid surface waves in cylindrical containers with elliptical 
crosssection are studied in detail. A complete characterization 
of the velocity potential and the amplitude of the liquid surface 
is given in terms of Mathieu functions. Our numerical results 
show the dependence of the natural frequencies on the fluid 
properties and the eccentricity e of the container cross-section. 
The evolution of the nodal structure for gravity-capillary waves 
is modulated by changing e.

INTRODUCCIÓN

El estudio de las ondas superciales en un líquido connado en 
un recipiente ha generado una gran cantidad de investiga-
ciones experimentales y teóricas [1, 2]. El análisis modal del 
movimiento de la supercie libre es usualmente utilizado para 
estimar las frecuencias naturales de oscilación y las corres-
pondientes formas superficiales de los modos de oscilación. 
El conocimiento de las frecuencias naturales es esencial en el 
proceso de diseño de los contenedores cisternas y sistemas de 
control activo en vehículos espaciales [1, 2].

Son posibles soluciones exactas solo en pocos casos especiales
como tanques cilíndricos de secciones transversales circular y
rectangular. Como ejemplo interesante tenemos la predicción
teórica de las frecuencias naturales cuando el borde de la su-
perficie libre del líquido está fija al borde del tanque [3, 4]. 
Este interesante problema con ligaduras ha encontrado una 
excelente concordancia entre teoría y experimento. De espe-
cial importancia ha resultado la concordancia entre los valo-
res calculados del coeficiente de amortiguamiento y la data 
experimental, pues ha permitido aclarar la relevancia de los 
diferentes mecanismos que contribuyen el amortiguamiento, 
en particular, la disipación viscosa producida en el volumen 
del líquido [5, 6, 7].

 Al menos desde un punto de vista teórico sería interesante ex-
tender recientes resultados alcanzados en geometría circular 
[8, 9, 10, 11].
Una extensión natural sería considerar la problemática en re-

cipientes con sección transversal elíptica. Sin embargo, aun el 
problema de las ondas superciales estacionarias en un fluído 
ideal donde la línea de contacto se mueve libremente por las 
paredes laterales de un tanque elíptico, ha sido tratado pobre-
mente [12, 13, 14]. El propósito principal de este trabajo es 
presentar una discusión completa de este problema. Este tra-
bajo está organizado como sigue. En la Sección 2 se presentan
las ecuaciones generales que describen las ondas estacionarias
en un fluido ideal en recipientes cilíndricos. Se consideran los 
efectos de la tensión superficial. En la Sección 3 se da la solu-
ción exacta del problema de autovalores para tanques elípti-
cos, la cual involucra funciones de Mathieu cuyas propiedades 
determinan la simetría de los patrones nodales. Los autova-
lores y frecuencias naturales son mostrados en función de la 
excentricidad de la sección transversal del tanque. Finalmente, 
en la Sección 4, presentamos las conclusiones del trabajo y sus 
posibles extensiones.

FORMULACIÓN

Considerando un fluído ideal y bajo la aproximación de osci-
laciones pequeñas en la supercie libre del líquido, el potencial 
de velocidad  que describe el flujo tridimensional asociado 
a la onda supercial satisface la ecuación de Laplace

      (1)

Teniendo en cuenta los efectos de la tensión superficial  y que
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las paredes del tanque son impenetrables, el potencial satisfa-
ce las condiciones de frontera [15]

      (2)

      (3)

      (4)

donde g es la aceleración gravitatoria, h la profundidad media
delfluido,  la densidad,  la frontera de la sección transversal
del tanque y n = (n1; n2; 0) un vector unitario perpendicular
al contorno  (vea la Figura 1).

Figura 1.A la izquierda, vista frontal de un tanque elíptico. (b) Vista 

superior del tanque. El dominio bidimensional D (sección transversal) 

es limitado por la elipse L.

De la simetría axial del tanque y la ecuación (4) la solución es-
tacionaria para  puede ser investigada como

      (5)

donde k es el número de onda y w la frecuencia angular, en 
adelante la llamaremos solo frecuencia. De (5) y (2) obtenemos 
la siguiente relación de dispersión para estas magnitudes

      (6)

de donde se sigue que si 1 >>  estamos en régimen
de ondas de gravedad y en el caso contrario, 1 >> ,
en régimen de ondas de capilaridad.

Sustituyendo (5) en las ecuación (1) obtenemos que la función
potencial bidimensional (x; y) satisface la ecuación de
Hemholtz

      (7)

en el interior de dominio D, limitado por la frontera L donde la 
condición de frontera de Neumann (3) debe cumplirse. Señale-
mos que si (x; y; t) denota los pequeños desplazamientos de la 

supercie libremedidos a partir de z = 0, estos están relacionados 
con el potencial bidimensional  por la ecuación [15]

      (8)

Estas expresiones revelan que al estudiar la estructura nodal de
la función  obtendremos información sobre la perturbación-
supercial. Por tanto, si somos capaces de resolver la ecuación
de Helmholtz con condiciones de frontera de Neumann, en-
tonces conoceremos las principales características de las ondas
de gravedad-capilaridad de un uido ideal connado en un tan-
que cilíndrico.

En la próxima sección se describe la solución de la ecuación (7)
para estudiar el comportamiento de las ondas superciales de 
un líquido en un tanque con simetría elíptica.

MODOS NORMALES DE OSCILACIÓN

La ecuación de Helmholtz bidimensional puede ser escrita en
coordenadas elípticas como

      (9)

con y el parámetro , las cuales es-
tán relacionadas con las coordenadas cartesianas por [16]

      

tal que las curvas  son elipses e hi-
pérbolas confocales, respectivamente, con focos en : En 
este caso se buscan las soluciones de la ecuación (9) en el interior 
del dominio , cuya 
frontera L es una elipse con semi-eje mayor(menor) A(B). La 
ecuación (9) es separable si se propone 
, donde N es una constante de normalización, y las funciones 

 satisfacen

      (10)

      (11)

siendo  una constante de separación. La ecuación (11) es la
ecuación de Mathieu, y debido a que  debe ser periódica
según consideraciones físicas ,  solo podrá
tomar ciertos valores característicos [16]. Estos valores son de-
notados por a

m
(q) para las soluciones pares , y

por b
m

(q), para las impares , donde .
Notemos que (10), ecuación modicada de Mathieu, puede 
ser obtenida de (11) por la sustitución , de esta forma
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      (12)
      (13)

donde Ce
m

 y Se
m

 son las funciones modicadas deMathieu
de primer tipo (soluciones radiales). En consecuencia, el con-
junto completo de soluciones de (9) puede ser clasicado en 
autofunciones pares o impares

      (14)
      (15)

La paridad de estas funciones respecto a la variable  implica 
que la autofunción  sea simétrica respecto al eje x, mientras 

 es antisimétrica, como veremos más adelante.

Autovalores del número de onda: En coordenadas elípticas la
condición de frontera  puede de-
mostrarse que se reduce a

      (16)

donde y e es la excentricidad. Si de-
nimos  de (16) obtenemos el conjunto de 
autovalores adimensionales pares  impares  para el 
número de onda , donde  y  son las raíces de

           (17)

con n = 1; 2; ...Notemos que los autovalores adimensionales
 dependen solamente de la excentricidad e.
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