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La técnica de los algoritmos de trasmisién de mensajes permite
aproximar la energia libre -y el resto de las magnitudes termodi-
namicas-, de sistemas discretos de espines. El ferromagnético
de Ising bidimensional (FIB) es un sujeto de pruebas ideal para
ilustrar el funcionamiento de los algoritmos Belief Propagation
(BP) y Generalized Belief Propagation (GBP) asi como la relacién
de estos con un método de la fisica estadistica llamado Cluster
Variation Method (CVM). La relativa sencillez del FIB facilita
comparar los resultados obtenidos en diferentes aproximaciones
de los algoritmos con un célculo variacional exacto de la energia
libre correspondiente (Bethe, Kikuchi, campo medio, etc).

Message-passing algorithms are exploited to find approximated
solutions for discrete spin systems. Many thermodynamic quanti-
ties can be obtained, often accurately, by this method. The Ising
bidimensional ferromagnet (FIB) is a good trial system used here
to test different approximations. We compare algorithmic results
with analytic calculations to illustrate the matching between the
algorithms named Generalized Belief Propagation (GBP) and a
family of free energy variational approximations called Cluster
Variation Method (CVM).

PACS: Ising model magnetic ordering, 75.10.Hk; Statistical mechanics of phase transitions in model systems, 64.60.De; Infor-

mation theory entropy in, 89.70.Cf

INTRODUCCION

Un resultado fundamental de la fisica estadistica de los sistemas
en equilibrio a temperatura T = f7, es que la distribucion
de probabilidad de los microestados €S es la conocida
distribucion de Boltzmann

= _ L pHe) (1)
p(o) Z¢
donde H(d) es la energia del estado -que se supone conocida y
facil de calcular-. La constante de normalizacion Z es la llamada
funcion de particion y se calcula segiin
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Los diferentes momentos de la distribucion (1) permiten
determinar los valores medios de las variables del sistema,
las susceptibilidades, etc. Ademds, por medio de la
funcién de particién se hallan los diferentes potenciales
termodindmicos, y asi toda la fenomenologia del problema.
Formalmente entonces puede decirse que en la ecuacion (2)
esta contenida toda la informacidn relevante del sistema en
equilibrio.

Sin embargo, el calculo exacto de Z, o de las distribuciones
marginales de probabilidad, es posible solamente en un

nimero muy reducido de casos ya que, en general, la
suma por todos los estados del sistema no se puede hallar
analiticamente. Para la inmensa mayoria de los sistemas
el tamano del espacio de configuraciones, |S|, crece
exponencialmente con el niimero de variables (particulas,
entes) que lo componen, por lo cual se hace imposible
realizar un célculo exhaustivo de Z.

Comoresultado de unafructiferainterrelacion entrelafisica
estadistica, la optimizacién computacional y la teoria de la
informacion, han surgido métodos y enfoques alternativos.
Se ha desarrollado una amplia gama de algoritmos de
inferencia que permiten estimar las distribuciones de
probabilidad de las diferentes variables de un sistema [1, 2,
3]. Una clase muy importante la constituyen los algoritmos
de trasmision de mensajes.

Nuestro propésito fundamental es ilustrar el uso de
estos algoritmos de trasmision de mensajes asi como su
intima conexidon con la fisica estadistica. En particular
nos interesa el algoritmo Generalized Belief Propagation
(GBP) y su relacion con un método de la fisica estadistica
conocido como Cluster Variation Method (CVM) [4, 5].
Aplicamos los algoritmos mencionados a un modelo muy



estudiado pero interesante como sujeto de pruebas: el
sistema ferromagnético de Ising bidimensional (FIB). Este
es unos de los pocos sistemas discretos no triviales que
posee solucion exacta conocida [6, 7]. Ademds, su relativa
sencillez permite comparar los resultados de los métodos
algoritmicos con los obtenidos mediante el CVM y con
valores exactos de las diferentes magnitudes estimadas.

Para precisar, consideraremos una red cuadrada bidimensional
de N espines o,= +1 (ver figura (1)), que interactan con sus
primeros vecinos segtin el hamiltoniano

E(&)=-Y.Jo,0; con J>0 (3)
(i)

donde ] es la constante que caracteriza la intensidad
de las interacciones entre espines y la suma se realiza
por todos los pares de primeros vecinos. Se consideran
condiciones de frontera periddicas. Es conocido que FIB
exhibe una transiciéon de fase de segundo orden de un
estado paramagnético a ferromagnético a una temperatura
T = 2.2692 ] para campo externo nulo [6, 7]. Mediante
una aproximacion de campo medio puede explicarse
cualitativamente la presencia de esta transicion, pero el
valor de la temperatura critica obtenido (T, = 4.0 ]) estd
lejos del resultado exacto. Esto es consecuencia de que
dicha aproximacion es particularmente mala en sistemas de
dimensidn finita y donde el orden local y la geometria son
relevantes. En este trabajo se aplican las aproximaciones
de Bethe y CVM, que si tienen en cuenta la estructura del
sistema, para obtener mejores resultados.

Para organizar la exposicion se ha divido el resto del trabajo
en cinco partes o secciones. La primera seccion presenta
informalmente las ideas relativas al CVM, poniendo
énfasis en su implementacion en el FIB. Se propone un
método variacional para aproximar la energia libre total,
y asi evitar el calculo exhaustivo de Z. Seguidamente, se
describe el algoritmo GBP y se plasman las ecuaciones
que lo caracterizan. Este algoritmo es uno de los medios
para enfrentar el calculo propuesto en la secciéon anterior.
En la seccion siguiente se desarrolla, de manera exacta,
el cdlculo variacional propuesto. Se explica el papel de la
simetria en la simplificacién del proceso. Los principales
resultados obtenidos por sendos métodos -algoritmico y
variacional- se exponen en la tltima seccién. Las graficas
que se muestran subrayan la correspondencia entre ambos.
De forma breve se mencionan propiedades de la dindmica
del algoritmo GBP. Por ultimo se esbozan, a modo de
resumen, las conclusiones.

DESCRIPCION DEL METODO CVM

La energfa libre variacional de un sistema se define como un
funcional de la distribucion de probabilidades de los estados

F [p(6)]=Ulp(c)]-TS[p(G)]

De acuerdo con los postulados de la fisica estadistica
se deduce que la distribucion p(c ) real es aquella que
minimice F[p]. La minimizacion de esta energia libre es un
problema computacionalal menos tandificil como el calculo
de la funcion de particion. La idea del CVM, propuesto por
Kikuchi, es minimizar una magnitud F,, que aproxime a F
pero que haga los célculos més asequibles. Para definir F,
se divide el sistema en regiones y se suma la contribucién
a la energia libre de cada una. El aporte de cada region
depende de la distribucion local de probabilidades de las
variables de esta. Como consecuencia, se transforma la
minimizacién por el espacio de las distribuciones globales
de probabilidad a la minimizacion en el espacio de las
distribuciones locales.

Con mas precision, en el CVM se divide la red en un
conjunto de regiones maximales que constituyan un
cubrimiento, es decir, que no quede ningun enlace ni espin
fuera de region. Cada una de las regiones maximales debe
contener algunos espines y todos los enlaces entre estos,
por ejemplo, en la red cuadrada una region puede ser un
cuadrado de 2x2 espines, incluyendo los enlaces que los
“cierran”. A este tipo de regiones de 2x2 le llamaremos
plaquetas, ver figura (2). Un conjunto maximal serfa el
conjunto de todas las plaquetas posibles de la red.

Figura 1. Red bidimensional de espines binarios.

Es evidente que las regiones tienen que solaparse entre
si, puesto que no debe quedar ningun enlace fuera del
cubrimiento. Con los elementos compartidos entre dos
regiones primarias podemos formar otra regién; por
ejemplo, dos plaquetas contiguas se solapan en dos espines
y un enlace comun; a esta region la llamaremos enlace.
Al conjunto inicial de regiones le anadimos el conjunto
formado por todas las intersecciones posibles, esto es,
en nuestro ejemplo, adicionar al conjunto de todas las
plaquetas, el conjunto de todos los enlaces. El proceso se
repite afadiendo las intersecciones de las intersecciones y
asi sucesivamente hasta que ya no sea posible continuar.
Mediante esta sencilla regla se genera el conjunto de
regiones utilizado en el CVM. En el caso de que se comience
con regiones maximales del tipo plaqueta, se tendran al
final regiones plaqueta, enlace y espin (como interseccién
de los enlaces). La aproximacién obtenida si las regiones
maximales son del tipo enlace se llama aproximacion de
Bethe.
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Figura 2. Representacién esquematica del célculo de los mensajes. El
mensaje actualizado aparece en lineas discontinuas.

A cada region definida se le asocia una energia media U, y
una entropia S, de la manera usual mediante las ecuaciones
(5)y(6).Laenergia E, estd determinada porlasinteracciones
que queden dentro de la region, por ejemplo a una plaqueta
le corresponde la energia de cuatro enlaces; también debe
considerarse la interaccion de los espines con un posible
campo externo h. La interaccién con este campo se tendria
en cuenta mediante un término aditivo de la forma E, = —
ho, para cada espin. En este trabajo consideramos siempre
el campo externo nulo. No obstante, hay que senalar que
el calculo propuesto para el CVM es posible también en el
caso de un campo externo homogéneo. El algoritmo GBP
(que veremos mas adelante) es capaz de lidiar incluso con
un campo externo desordenado.

UR[PR]:ZPR(a'R)ER(&R) (5)
SR[PR]:_ZPR(a'R)lnPR(&R) (6)

o Z(Gi,O'i,...O'l) coni,j,.leR

En las ecuaciones anteriores p, es la distribucion de
probabilidades de las variables que componen la regién. Para
la energia libre queda, naturalmente

Frlpr]=Ur[pr 1-T Splpr] (7)

Por tltimo, la energia libre total del sistema en la aproximacion
de Kikuchi sera la suma de la energia libre de cada region,
multiplicada por un coeficiente ¢, que tenga en cuenta el
solapamiento entre regiones.

Fir = Z crFy (8)
ReR

De esta manera se pretende aproximar la energia libre real por
los aportes a ella de cada region. Este procedimiento es exacto
para la energia total; siempre se puede escribir como la suma
de la energia de cada region. Para la entropia, sin embargo esta
ultima afirmacion no es cierta en general. En muy pocos casos
la entropia total es la suma de las entropias locales [3].

El método CVM puede parecer similar a una aproximacion de
campo medio, sin embargo existe una diferencia notable. La
aproximacién de campo medio propone una forma manejable,
generalmente factorizable, de la distribucion de probabilidades
global para el calculo de la energia libre. Puede demostrarse
que la energfa libre de campo medio obtenida es una cota
superior del valor exacto. Por otro lado, el CVM no utiliza ni
permite construir una distribucion de probabilidades global a
partir de las distribuciones locales. Por esta causa, el valor de
F,, no es una cota superior del valor real de F.

Resumiendo, lo que interesa en el CVM es determinar la
distribucion de probabilidades de cada region de forma que se
extremela F,. A primera vista este podria parece un problema
igual de formidable que el original pero, afortunadamente,
aqui es donde entran los algoritmos de trasmision de mensajes
a jugar su papel.

ALGORITMO GBP EN LA APROXIMACION DE KIKUCHI

En la seccién anterior vimos como se plantea el cilculo
aproximado dela energialibre en términos de las distribuciones
locales de probabilidad que extremen cierto funcional. En
general, la minimizacién directa es un problema complicado,
dada la no convexidad del funcional de interés (8).

En el dmbito de las ciencias de la computacion se desarrollaron
los algoritmos de trasmision de mensajes como herramienta
que permite realizar cdlculos de inferencia de las distribuciones
de probabilidad locales de las variables en un grafo o red.
Estas distribuciones son las que se necesitan para aproximar
la energia libre de cada region. A continuacion se describe las
magnitudes fundamentales y las ecuaciones que rigen a estos
algoritmos.

En cada region del sistema -definida previamente mediante el
CVM- se definen dos conjuntos de magnitudes fundamentales:
beliefs (opiniones) y mensajes. El belief de una region, b,(s,),
representa una especie de aproximacion a la distribucion real
de probabilidades de cada estado de los espines contenidos en
la region. Los mensajes son pedazos de informacion que las
regiones intercambian en aras de “coordinar” sus opiniones.
El algoritmo consiste en la propagacion de los mensajes por la
red, mediante ciertas reglas, hasta que se alcance un “consenso”
(estabilidad). Este es el motivo del nombre Generalized Belief
Propagation. Los algoritmos de trasmision de mensajes se
han aplicado con buenos resultados en diferentes problemas,
ofreciendo una solucién aproximada en un tiempo corto en
comparacion con otros procedimientos[3].



Larazon deeste éxitono se pudoaclarar completamente hasta que
se descubrid la equivalencia de este método con la minimizacion
de la energia libre de las regiones. Se puede demostrar que
cuando el algoritmo converge, lo hace a un minimo local de la
energia libre correspondiente [5, 8]. La funcién de los mensajes
es equivalente a la de ciertos multiplicadores de Lagrange que
surgen en el proceso de minimizacion. Las ecuaciones de
iteracion constituyen un método de punto fijo para calcular
estos multiplicadores. Por otro lado, es importante destacar que
la calidad dela solucién depende de la estructura del sistema; por
ejemplo, es conocido que para una red que no presente ciclos, la
inferencia es exacta. Para sistemas con ciclos de larga longitud
los resultados son igualmente satisfactorios. La aplicacion del
GBP en una red cuadrada bidimensional ha de ser cautelosa
debido a la presencia de ciclos cortos. Los resultados obtenidos
deben considerarse siempre una aproximacion. Se considera
una buena practica el incluir en las regiones maximales al menos
los ciclos mas cortos del sistema.

En la aproximacion de Kikuchi se definen tres tipos de regiones:
plaqueta, enlace y espin. Los mensajes que se intercambian son
de dos tipos, de plaqueta a enlace m,(0,) y de enlace a espin
M,(0,0,). Cada una delas regiones construye su beliefen funcién
de los mensajes que le llegan de las regiones adyacentes.

El valor del belief del espin i sera proporcional al producto de
los mensajes que “entran” a este desde los otros espines

b.(o.) c . (o
o0 11 msae) ©

aqui N(i) representa el conjunto de todos los vecinos del espin
i. La formula anterior nos dice que un espin determina la
probabilidad de estar en un estado u otro en dependencia de
la informacion que recibe de sus primeros vecinos en la red.
El belief para un enlace se calcula segun

-pJoo;
! H m,_;(o;)n

neN(i\j

X H m,_, ;(c;)n
neN (j)\i
X H Mk(o-i,o-j)

M eP((i.)))

b;(o;,0;)xe

(10)

donde P({i,j)) es el conjunto de los mensajes que las
plaquetas vecinas le envian al enlace (i, j).

De la misma manera se escribe una ecuacion para la plaqueta
donde intervienen los mensajes de plaquetas vecinas hacia los
enlaces internos M , asi como mensajes de los enlaces vecinos
a los espines internos m,.,

—-pH(0;,0;,0,,07)
b (0,,0;,0;,01) < e PR M, Gsp)
M,eU

(11)

<1 T moa(o).
aelijkl} neN(a), {ijkl}

En la ecuacion (11) el conjunto U esta formado por todos los
mensajes provenientes de las plaquetas vecinas

El hamiltoniano “local” no es otra cosa que

H(O‘i,O'j,O'k,O'l) =—J(O'I-O'j +0,0, +0;0 +0'10'i).

Las ecuaciones usadas para calcular los belief tienen una
estructura similar en todas las regiones. Siempre se trata
del producto de un factor de Boltzmann y un conjunto de
mensajes externos. De esta forma se logra un balance entre las
interacciones internas y el exterior de cada region.

Sobre el conjunto de magnitudes definidas anteriormente se
impone una serie de restricciones que garantiza su consistencia.
Primeramente se exigen condiciones de normalizacion para
cada region

D b(sg)=1.

Ademas, es necesario que el beliefde cada region sea congruente
con el de las subregiones que contiene; por ejemplo, al sumar
por las variables o, ,0,, debe cumplirse que

z b(o-iao-jaakao-l) :b(aiao-j)'

00

(12)
Este tipo de condicion se llama de “marginalizacion”

Cadauna delas ecuaciones genera relaciones auto-consistentes
que ligan a todos los mensajes entre si. Esas son las ecuaciones
que se resuelven iterativamente pasando mensajes de region en
region.

Como hay dos tipos de mensajes en laaproximacion de Kikuchi,
se tienen dos tipos de ecuaciones diferentes; a cada uno de los
mensajes de la red le corresponde una diferente. La forma de
la ecuacion (13) aparece representada esquematicamente en la
parte superior de la figura 2,

J.
my_,;(07) o« zeﬂ MM 4 oM p ooy oms_,  (13)
(o]

Mp 34 ¢ Zf(01a0'2=03=04)MA—>12MB—>23MC—>41
12 (14)

My 1M y450Mp_,oMc_y)

B

mMy_,4M)_,3

donde

f(01,0,,04,0,) = /7002107,

Para implementar en la practica el algoritmo se definen
las estructuras de datos convenientes y se programan las
ecuaciones de iteracién (13) y (14) en todas las regiones de
un sistema LxL. Los mensajes se inicializan aleatoriamente y
se actualizan al azar hasta que la variacion relativa tras cada
iteracion sea inferior a 10°.
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SOLUCION VARIACIONAL EXACTA DEL FERROMAG-
NETICO DEISING EN LA APROXIMACION DE KIKUCHI

Hemos descrito ya la esencia del método CVM y del algoritmo
GBP que corresponde a la misma seleccion de regiones. En esta
seccion se realiza el calculo variacional exacto dela energfa libre
en la aproximacion de Kikuchi para el FIB. Se parametrizan las
distribuciones de probabilidad de cada region y se extrema la
energia libre en el espacio de los parametros.

Explotando las propiedades de simetria del sistema podemos
parametrizar la energfa libre mediante un conjunto reducido
de magnitudes y luego proceder a su minimizacién. Para una
plaqueta arbitraria proponemos una funcion de la forma

Explotando las propiedades de simetria del sistema podemos
parametrizar la energfa libre mediante un conjunto reducido
de magnitudes y luego proceder a su minimizacién. Para una
plaqueta arbitraria proponemos una funcién de la forma

1 4
bp(01,0,,03,04) =16[1+m20'i +r2 0,0;
i=1

<ij>

+k(oy05 +0,0,)+s z 00,04 + 161020'364],
<ijk>

de la cual se deduce, tras marginalizar por las variables
adecuadas, que

l+m(o; +0;)+ro;o;

bij(Gi,O'j)=

Mediante un calculo muy sencillo puede demostrarse que
m es igual a <s>, es decir, la magnetizacion por espin.
También se ve que r=(s;s;), es la correlacién entre
espines vecinos. La forma propuesta para las distribuciones
de probabilidad es general dada la simetria del sistema.
Un elemento clave es que estamos suponiendo que las
distribuciones son las mismas para todas las regiones del
mismo tipo y que el sistema es homogéneo e isotrépico.
Esta simetria es la llave para la simplificacion del calculo,
que de otra forma habria de considerar una distribucién
diferente para cada region del sistema, como pasa en los
sistemas desordenados.

Si ahora escribimos la energfa, entropia y energia libre
intensiva del sistema en funcion de estas distribuciones
de probabilidad, obtendremos una parametrizacion de la
energia libre mediante las magnitudes m, 1, s, k, t. Utilizando
las ecuaciones (5)-(8) se obtiene la F, parametrizada.

Es importante notar que la ecuacion (8) da la energia libre
extensiva del sistema; basta dividir esta magnitud (y todas
las extensivas) por N, el numero de espines de la red, para
obtenerlas en su forma intensiva.

Los coeficientes R que aparecen en (8) para cada regién son|5]

+ Plaqueta: ¢, = 1, no es subregion de ninguna region
definida.

+ Enlace: ¢, = 1 - 2 = -1, cada enlace pertenece a dos
plaquetas.

« Espin: ¢, =1+ (-4) + 4 = 1, cada espin es subregion de
cuatro enlaces y cuatro plaquetas.

La energia media de un enlace se calcula segun su definicion
Up=- Z JGiO'jbij(Ul-,O'j),
9,

Ug=-Jr.

(13)

Si se considera que cada plaqueta contiene 4 enlaces y se tienen
en cuenta las condiciones de marginalizacion, es elemental ob-
tener que

Up ZZ—J(O'iO'j +0,0; +

ikl
+0,0;,+0,0;:)b;y(0;,0;,0;,0)), (16)
Up=4Uy,
UP = _4Jr

De esta manera, queda para la energia intensiva total (hacien-

do J=1)

U = cpUp +2¢5Up, (17)
Usotal = = 2r,

y para la entropia, muy similar

Storal = CpSp +2¢pSg + 58

Sgp ==Y b(Gg)Inb(6y) conR=P,E,S (18)

Op

Stotal = SP - 2SE + SS'

Finalmente, la energia libre intensiva queda

FK'k

TI = fKik =Uyotal =T Otorar- (19)

La minimizacién de f,, (m,75,k t) es matemdticamente senci-
lla, basta resolver el sistema de ecuaciones
vmrsktfl(ik =0 (20)

en alguin sistema de calculo simbolico-numérico como Mathe-
matica. En estas ecuaciones la temperatura entra como pardme-
tro por lo que el resultado depende de los valores de T que se
tomen. Por ejemplo, pueden tomarse equiespaciados en el inter-
valo [0,4], que es donde se espera que ocurran fenémenos inte-
resantes. Para cada valor de temperatura se obtienen los valores
de m*, r*, d* etc., que satisfagan la condiciéon de minimo (20).
De esta forma podemos encontrar una dependencia de estos



pardmetros con la temperatura: m*(T), r(T), d*(T), ....f,..(T).
RESULTADOS. ALGORITMO GBP. COMPARACION

Se implement6 el algoritmo BP y GBP en sistemas de 8x8,
16x16, 32x32 y 64x64; cada tamano se corrié con 10° con-
diciones iniciales diferentes para promediar los resultados.
Para cada valor de temperatura utilizado, se inicializa alea-
toriamente el conjunto de mensajes y se iteran las ecuacio-
nes (13) y (14) hasta alcanzar la convergencia. En la grafica
(3) aparece el promedio del logaritmo del tiempo de con-
vergencia para cada tamafo. Es de interés sefialar que en la
vecindad de la temperatura donde ocurre una transicion de
fase, el tiempo que demora alcanzar la convergencia tiene un
maximo, en correspondencia con el hecho de que la suscepti-
bilidad y la longitud de correlacién divergen a esta tempera-
tura. Esto hace que las pequenas fluctuaciones se propaguen
facilmente y que al algoritmo le cueste encontrar la solucion
correcta.

<log(t)> GBP Cooling

4.3 .
4.2 \g-ineo.o -m-

afisis e -
A 4
©3.9
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V3.7

3.6
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3.4
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Figura 3: Logaritmo del tiempo de convergencia. Obsérvese que existe
una divergencia para T ~ 2.4.J , temperatura critica en la aproxima-
cion de Kikuchi.

Los resultados de la magnetizacion, energia intensiva, entro-
pia, etc., muestran independencia con el tamario de la red uti-
lizada. Esto es muy logico, en fin de cuentas, las ecuaciones de
iteracion son las mismas en todos los sistemas y se obtienen
siempre las mismas distribuciones de probabilidad. Las Figu-
ras 4, 5y 6 muestran en puntos redondos los valores obtenidos
para diferentes magnitudes en dependencia de la temperatura.

En las mismas Figuras 4, 5 y 6 aparecen, en lineas continuas, las
correspondientes magnitudes obtenidas por el procedimiento
variacional. La coincidencia de ambos resultados es perfecta y
no casual. Se ha demostrado que las distribuciones inferidas
algoritmicamente se corresponden con aquellas que minimi-
zan la energia libre en la aproximacion correspondiente [5].

En la mayoria de los casos, por ejemplo en los sistemas desor-
denados, el célculo variacional es imposible de realizar de la
manera en que se hizo aqui. El principal motivo es que no se
puede utilizar la simetria del sistema para lograr una simplifi-
cacion. Los algoritmos del tipo de GBP son, en este caso, una

via eficiente para encontrar el minimo de F,,,.
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Figura 4: Magnetizacién vs. Temperatura. La C de transicién predicha

es T, ~2.426J .
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Figura 5: Energia intensiva vs. Temperatura. Como es natural,
para T — 0, Uypia1 - 2.
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Figura 6: Energia libre vs. Temperatura. A baja temperatura tiende al valor
de la energia mientras que para I —> o0 tenemosque F —>T1n2 .

Como se puede observar, por ambas vias se predice la exis-
tencia de una transicion para-ferromagnética alrededor de
una temperatura 7. ~2.426J . Este valor estd mucho mds
cerca del correcto (7, = 2.269J ) que el obtenido median-
te la aproximacion de campo medio 7, = 4.0J . Cuando se
realizan los calculos en la aproximacién de Bethe (regiones
enlace solamente), se obtienen cualitativamente los mismos
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resultados, el valor de la temperatura critica es un poco peor,
Tgomne = 2.88J . Si ordenamos los resultados quedaria T, >
Tpone > Ti > T, Es posible seguir en esta serie de aproxima-
ciones de modo tal que se obtengan resultados cada vez mas
cercanos a los exactos. Dentro del CVM podrian utilizarse

como regiones primarias grupos de 3x3, 4x4, etc, espines.

En la Figura 5 se nota el cambio en la pendiente de la energia
en la vecindad de C, como es caracteristico de este tipo de tran-
sicién.

CONCLUSIONES

Al utilizar la simetria del ferromagnético de Ising conseguimos
realizar un calculo exacto de su energfa libre en la aproxima-
cién de CVM en condiciones de campo externo nulo. De esta
manera obtuvimos un valor de la temperatura de transicion
que mejora la aproximacién de campo medio y se acerca al
exacto. Es importante sefialar que el método variacional des-
crito es aplicable incluso con campo externo aplicado, donde
no existe solucion exacta conocida. Corroboramos también
que existe una correspondencia exacta entre los resultados
de los algoritmos de trasmision de mensajes del tipo GBP y el
CVM con la correcta seleccion de regiones. Para el caso mucho
mads interesante de un sistema desordenado con interacciones
J; =*1 también se ha empleado GBP, donde permite descri-
bir una rica fenomenologia [9].

Hay que mencionar que existen algoritmos de trasmisién de
mensajes, basados en otras ideas, que realizan la inferencia de
manera exacta, por ejemplo, HAK, Double-Loop[1]. Sin em-

bargo estos algoritmos en general convergen mds lentamente
que GBP [3]. Por tanto, cudl usar para un problema especifi-
co esta en dependencia del objetivo que se persiga: precision
o rapidez. También es posible utilizar algoritmos estocasticos
como el método de Monte-Carlo para estimar las distribucio-
nes marginales de probabilidad. Estos métodos estocasticos
simulan la dindmica real del sistema en el espacio de confi-
guraciones y requieren de un tiempo largo para samplearlo
efectivamente. Los algoritmos vistos aqui son un artilugio ma-
tematico para encontrar rdpida y aproximadamente los mini-
mos de la energia libre; sus resultados son validos s6lo cuando
convergen.

[1] T. Heskes, K. Albers and H. Kappen, Proceedings of the
Nineteenth Conference Annual on Uncertainty in Artificial
Intelligence (UAI-03), 313-320 (Morgan Kaufmann, San Fran-
cisco, CA, 2003).

(2] A. L. Yuille, Neural Computation 14, 1691 (2002).

[3] A. Pelizzola, ] Phys A 38, R309 (2005).

[4]R. Kikuchi, Phys Rev 81, 988 (1951).

[5] J. Yedidia, W. T. Freeman and Y. Weiss, IT-IEEE 51, 2282
(2005).

[6] L. Onsager, Phys Rev 65, 117 (1944).

[7] K. Huang, Statistical Mechanics (John Wiley and Sons,
1963).

[8]].S. Yedidia, W. T. Freeman and Y. Weiss, Intelligence 8, 236
(2002).

[9] A. Lage, R. Mulet, E. Dominguez, T. Rizzo and F. Ricci-Ter-
senghi, In preparation.



